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Pour tout n € N*, on note u, = In (1 + %)
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QO L’avis du chef ! O
< Tres bon exercice sur les séries
avec la mise en place, dans un
cas particulier, du théoreme
spécial sur les séries alternées.

1. Question de cours. Convergence absolue d'une série, lien avec la convergence.

Voir cours.

2. Donner un équivalent de u, lorsque n tend vers +o0.

On sait que :
v In(T+x) ~ x,

. (71)/1
oL =0
tm 5

n—+o00 n

=11

Conclusion : u, ~ -
n——+00 2/7

3. Quelle est la nature de Z lun|?

n>1

Ona:

v d'apres la question précédente : u,

n—-+o0

1
v VneN, |u,| >0, — >0,
2n

n

————ainst: Ju,| ~ =—
n—+0

00 2n'

. | . . : 1.
v/ la série > — est une série de Riemann divergente, donc > > également.
n n

n>1

n>1 — = Rappel...

Conclusion : par critere d'équivalence sur les séries a terme général positif, la série > |u,| est

Le critere nous dit que st

Vo~ w, et que (Vy)eN
n—+o0

et (wy)nen sont a termes po-

N . -
n21 sitifs, alors les séries E v, et

divergente.
g p Z w, ont méme nature.
— (1)
4. Pour tout n € N*, on pose S, = Z —_ — = Pour info...
k=1 k Cles questions 4.a, 4.b et 4.c

4.a. Démontrer que les suites (Sop)nen+ et (San41)nen+ convergent et ont méme limite.
Pour cela, démontrons que les suites (S, )nens et (Sapi1)nen+ sont adjacentes. le ‘théoréme spécial sur les

e Soit ne N*. Ona:

SZH +2 SZH

<0

peuvent étre traitées dans un
cas général pour démontrer

séries alternées’ : voir ECGTA -
Chapitre 14 - Exercice 19

4/7+424/)+2

(4n + 2)(4n + 4)

ar conséquent : la suite (Sz,),en+ est décroissante.
P tol te (Sap)nen+ est d t

e Soitne N*. Ona:

Sln +3 SZH +1

+
5
(4n + 4)(4n + 6)

4n+6 _ 4n+4

>0

Par conséquent : la suite (Sy,41)nen+ €st croissante.

PREPARATION AUX ORAUX - ORAL 1 - Page 1/6


www.jeremylegendre.fr
https://v-assets.cdnsw.com/fs/Root/fgbs4-Chapitre-14-Series-EXERCICES-CORRIGES.pdf
https://v-assets.cdnsw.com/fs/Root/fgbs4-Chapitre-14-Series-EXERCICES-CORRIGES.pdf

e Pour tout n € N* :

2n+1 2n

(=1)* (=1)*
Sop1 — S0 = Z Sk Sk
k=1 k=1
71))/74%
T dn+2
 4n 42

Ainst :
[im (51,7 1 57”) =0

n—+o00

Conclusion : les deux suites (Sy,)pen+ et (Sani1)nen+ sont adjacentes, et donc convergent et ont
méme limite.

—1)n
4.b. En déduire que la série Z =) est convergente. On note S sa somme.

2n
n>1
D'apres la question précédente, les suites (Szp)nen+ et (Sani1)nen+ convergent et ont méme limite. Ainst,

par théoréme de recouvrement, la suite (S,),en+ converge (vers cette méme limite).

X Attention !
On ne peut pas conclure, a

(7 )n partir des questions 2 et 4.b,
Conclusion : autrement dit, la série > > est convergente. sur la nature de la série Zu,,
n
n>1 n>1

car le critere d'équivalence ne
fonctionne que sur les séries a
4.c. Etablir : terme général de signe constant.

Vn e N*, 5,1 <5< S,

puis en déduire :
1

2n+2

¥ne N, |S, — S| <

e x On sait que la suite (So,)nene est décroissante et converge vers S, d'ol :
Yne N, S, >S
* On sait que la suite (Sy,41)nen+ est croissante et converge vers S, d'oli :

Vn e N“, 521171 < S

Conclusion : Vn € N*, S5,11 < S <5, mwRé&flexe !

Il est trés fréquent de procéder

. ainsi pour majorer une valeur
e Soit n € N*. Ona: absolue.

Va € R",Vx€R:
x| <a &= —a<x<a.

1 1

N

S,,*S‘g <S/r75

nt2 ° 0 iz

VAN
N
+
N

Distinguons deux cas :

* Si n est pair.
Il existe alors un entier naturel k, que nous considérons ensuite, tel que n = 2k. Montrons

ainst : 1 ’
<S5, —-S<
4k +2 =7 = 4k +2
o D'apres ce qui précede :

S —S>0
Et ainsi, par transitivité, puisque 4/:+ 5 <0, ona:

S, —S> i

KT 42

o Egalement d'apres ce qui précede Syiq <°S, donc =Sy > —S et ainsi ¢
Sok — Sops1 > S — S

Autrement dit :

(7/])2/«}1
o S) .
42 =7 o
Puts : :
Sy —S
o2 S M1 2
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On a donc

-1 1
S —S
T2 S S 12
Autrement dit, puisque n = 2k :
—1 1
<S5, —-S<—-—
2n+2 ~2n+2

* St n est impair.
Il existe alors un entier naturel k, que nous considérons ensuite, tel que n = 2k + 1. Montrons

ainst : 1 ’
< S,..—-S
T e e T
o D'apres ce qui précede :
Soe1 — S <0
1
Et ainsi, par transitivité, puisque w4 >0,0ona:
S S< 1
M > 2k

o Egalement d'apres ce qui précede Syo = Syki1) > S, donc =Sy < =S et ainsi :
Soktr — Sok2 < Sopr — S

Autrement dit :

(7”%-2
Ry < Sy =S
Puis : |
Y < Sy =S
On a donc ; :
Sy —S5<—
A +4 = 7T = 4k
Autrement dit, puisque n =2k + 1 :
1 5 _s5< i
12 ST 2S5, Petite remarque
De loin la question la plus
technique de lexercice. Il ne
1 faut pas se perdre dans les
Conclusion : Yn € N*, |S, — S| < : indices..
—2n+2 On pourrait d'ailleurs simplifier
un peu

4.d. Ecrire un programme Python permettant d'obtenir une valeur approchée de S & 107> prés.
D'apres la question précédente :

1
Vn e N, |S, -S| < -
|5 < 2n+2
. . 1 3 o
Ainsi, pour tout n € N* tel que - — <1077, on a par transitivité :
2n+2
|S, — S| <1072
) — Petite remarque
Or, pour tout n € N* : o 4
1 On pourrait egalem;n; proposer
-3 s 3 un programme qui débute par
2n + 2 <10 2n+2210 la recherche du plus petit entier
2n > 998 naturel n tel que P! <
&~ n>499 {103
Par conséquent Sy est proche de S a 1077 preés... il suffit donc, pour répondre & la question, de
— = Pour info...

proposer un programme calculant Ssgq :
On connait la valeur de S...

S0 En effet, d'aprés QC33, on a
1 = +oo )
2|for k in range(1,500): Z% = —[n(2)... donc
3 S=S+(—1)*xk/(2xk) )
alprint (S) {>= '
'énoncé aurait d'ailleurs pu va-

rier les plaisirs en faisant éta-
, blir la convergence (et le calcul
5. Donner le réel a tel que : de S dans la foulée) comme en
) QC33 dans le cas général ou

dans le cas particulier x = —1.

u (—1)” a 0
" 2n ﬂz n—+00 nz

On sait que :
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’)
2

vV In(1T+x)=x— % + X{{O(X‘)
v lim (fq) =0

n—+o0o Z/]

D'ou :

1 =" 1 1
Conclusion : a = ~3 et u, = ( 2/7) ~ 8 + ) >om (/7 )

6. Conclure sur la nature de la série E Up,.

n>1
. (=1 =1
Notons, pour tout n € N*, v, = ~——, w, = — et x, = u, — v, — w, de sorte que :
n 2/7 n 8[71 n n n n

VYne N u,=v,+w, +x,

On a ainsi :
e d'apres la question 4.b, la série E v, est convergente;

n>1

1
e la série > — est une série de Riemann convergente, donc la série E w, est convergente;
2
n>1 n>1

e d'apreés la question précédente :

Doy, on a :

1
4 n|l = R E
‘X ‘ n /0% (/]2)
0

v Vne N, |x,| >

1
v la série > — est une série de Riemann divergente.
n?

n>1
Ainsi, par critere de négligeabilité sur les séries a terme général positif, la série > |x,| est convergente.
n>1

Par conséquent, la série > x, est également convergente.

n>1

La série > u, est finalement la somme de trois séries convergentes...

n>1

Conclusion : la série > u, est convergente.

n>1

’ Q L’avis du chef ! O
EXERCICE SANS PREPARATION — HEC 2021 B/l e

< Trés bon exercice mélant va-

. . o e, . . . riables aléatoires discrétes et a
Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q, A, P) suivant la loi uniforme sur |0; 1. On pose : densité. Complet |

D, = [10X]| : D, = |100X — 10D, |

On admet que Dy et D, ainsi définies sont des variables aléatoires sur (QQ, A, P).

1. Lexécution du programme suivant renvoie le graphique ci-dessous. Que peut-on conjecturer ? Démontrer cette
conjecture et déterminer la lot de D.

1|import numpy as np
2|tmport numpy.random as rd
s|import matplotlib.pyplot as plt

s|L=np. floor (10%rd.random (10000))
s|plt.hist(L,range(—1,12),density=True,edgecolor="k")
7|plt.show()
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e Le programme permet d'obtenir un histogramme de fréquences sur 10000 réalisations indépendantes de
la variable aléatoire D;. On conjecture donc que D; suit une lot uniforme.
Puisque X(Q) =]0;1[, on a (10X)(Q) =]0; 10[ et donc D;(Q) = [0; 9].

Conclusion : on conjecture que Dy suit la lot uniforme sur [0; 9].

e On a déja justifié que D1(Q) = [0;9].
Soit n € [0;9]. On a :

R l...
P(Dy=n]) = P([10x] = n)) g e
= P(n<10x<n+1) Ix] = k e k<x<k+1
n n+1
= P ( {% <X 10 } ) J X suit la lot uniforme sur ]0; 1]
n+1
i
= 1dt
-
T
1
Conclusion : D;(Q) = [0;9] et Vn € [0;9], P([Dy = n]) = 10 donc Dy suit la lot uniforme
sur [0;9].

e+ Soit we Q. Puisque Dy = [10X], on a Dy(w) < (10X)(w) < Dy(w) + 1. Dot :
0 < 100X(w) — 10Dy (w) < 10
Et ainsi :
Da(w) € [0;9]
d'our :
D,(Q) C [0;9]
* Soit n € [0;9].

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([[)1 = k}) comme systeme complet d'éve-

ke[09]
nements :

P(D,=n]) = > P(Di=kn[D,=n]

k=0

- i]P([& — K]N[[100X — 10k | = n])

= Y _P(Dy=kJn[n < 100X =10k < n +1])

k=0
9
10k +n 10k +n +1
k=0
9
n n+1
= P ([Dy =k k+ — <10X < k } . n n+1
; ([ 1 }ﬁ{ +107 < k+ 10 ]) JnE[[O,‘)]],dom%zOctwm <1, dol :
9 n n -+
1 k+— <10X < k+ Clk<1I0X < k+1]=
— Y Pkt <iox <k+ { 10 = 10] < !
— 10 10 Dy = K]
9
10k +n 10k +n 1
B ;IP({ 100 X< 100 +m]) JXSULHa lot uniforme sur ]0; 1]
9
N ZL
- 100
k=0
L
10
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Petite remarque
On pourrait justifier U'inclusion

1
Conclusion : D,(Q) C [0;9] et Vn € [0;9], P([D, = n]) = 10 donc D, suit la lot uniforme [0:9] © D»(Q) en disant que
pour tout n € [0;9], P([D, =

sur [0; 9].
n]) # 0, donc [D; = n] + @...

2. Les variables aléatoires Dy et D, sont-elles indépendantes?
Soit (k, n) € [0;9]°. En reprenant le calcul mené dans la somme & la question précédente, on a

—

1
]P([[L - M a [Dz - ”” - m J Dy et Dy suivent la lot uniforme sur [0; 9]
UD\ = /\D X ]P([DZ = I]U

\
=

Piége ! ——
l(f\/lalgré la forme interrogative, la

réponse est affirmative...

Conclusion : les variables aléatoires Dy et D, sont indépendantes.
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