ANNALES CONCOURS - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
|| - www.jeremylegendre.fr

EXERCICE 1

Dans tout l'exercice, la lettre n désigne un entier naturel.

1.

EDHEC 2024

QO L’avis du chef ! O
< Trés bon exercice d'étude d'une
suite d'intégrales, complet.
Classique dans les méthodes
mises en place.

1 n 1 ,I
On pose u, = /0 ﬁdx et on a en particulier ug = /0 mdx.
1.a. Déterminer les réels a et b tels que :
1 a b
v 0;1 =
Xe[']'4—x2 2—x+2+x
& L’idée !
3 a1 Décomposer le numérateur pour
On a, pour tout x € [O' ” : l'écrire comme combinaison
1 N 1 linéaire de 2 — x et 2 + x...
4—x2  2—-x)(24+x)
B T2 =x+24x)
BRI
_ 1 1
24+x 2—x
# Rédaction
On peut se contenter de donner
le résultat en remarquant qu'il
] . 1 1 convient.
Conclusion :onaa=b = 7 et : Vx €0;1], yp i 21)( ZJrX
. 1
1.b. En déduire que ug = 7 n(3).
Ona:
1
do = j() 4 — x? o J question précédente, licite car on intégre sur [0; 1]
1 1 1
B 7 J
- /0 ( 2 —x 2+ x dx J linéarité de l'intégrale
1 /* T o] /* 1
= - C - dx
%l g 2—x 4 9 24+ x
1 ; 1
= 1[ —n(|2 X\)]O + Z[ln(\Z + X\)]O
1
= 1( —In(1) + n(2) + In(3) — ln(Z))
e
= —In(:
3 3
. 1
Conclusion : vy = 3 n(3).
2. Calculer uy.
Ona: 1
X
uy = /0 47)(2(/)(
R A2
=2 ), 4—x2
—1 o1
= 7[“1(\4 — x|,
—1
= ? ( In(3) — ln(4))
= S (ln(4) —n(3)) Vérification
2 La réponse est donnée un peu

Conclusion : uq = >

(n(4) — In(3)

plus bas dans l'énoncé, en ques-
tion 3.b. En effet, la ligne 7 du
programme nous informe que

ur = In [ —= |, qui est bien

V3

égal au résultat obtenu...
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3.

4.

3.a.

3.b.

4.a.

Pour tout entier naturel n, exprimer 4u, — u,4» explicitement en fonction de n.
Soit n € N.Ona:

)

1 n 1 n+2
X X
4u, —Upypy = 4 Sdx — - dx
4 —x 4 — x?
0 0
1 Gy — xn+2
= ———dx
0 4 — x?
1 )(”(/] o XZ)
0 4 — x?
1
= / x"dx
0 )
|: X/Hr\ :|‘
n+1],

Conclusion : Vn € N, 4u, —u,.o =

Compléter la fonction Python ci-dessous afin quelle renvoie la valeur de u, a l'appel de suite(n).

def suite(n):
if (—1)xxn=="1:
u=np.log (3)/4
for k in range(2,n+1,2):
u=4*u —...
else:
u=np.log (2/np.sqrt(3))

for k in range(3,n+1,2):
u=4xu —...
return u
def suite(n):
if (—1)xxn=="1: #si n est pair

u=np.log (3)/4 #u0

for k in range(2,n+1,2): #k va de 2 a n avec un pas de 2
u=4xu—1/(k—1)
else: # si n est impair
u=np.log (2/np.sqrt(3)) #ul
for k in range(3,n+1,2): #k va de 3 a n avec un pas de 2

u=4xu—1/(k—1)
return u

AUTRE METHODE...

On peut également proposer un programme qui ne distingue pas les cas pair/impair... Voict un programme
que l'on peut adapter pour qu'ils convienne a toutes les suites récurrentes d'ordre 2 :

def suitebis(n):
u=np.log (3)/4
v=np.log (2/np.sqrt(3))
if n==0:
return u
else:
for k in range(2,n+1):
u,v=v,4xu—1/(k—1)
return v

© ® N O O AW N =

Utiliser la définition de la suite (u,),en pour établir l'encadrement suivant :

1 1

N, —— <up < =———
N G S U S 305

e Soit x €[0;1] On a ainsi :

Dot :

— mRéflexe !

4 0n a une relation liant Upy2
a Up.. Dans le programme, la
lettre k désigne le rang du
terme calculé, autrement dit, k
joue le role de upyo.
On pense donc a réécrire la
relation de la question précé-
dente :

1

Yk > 2, up =4up_y — 1

cherche a encadrer l'intégrande.

& Méthode ! ———
ﬁour encadrer une intégrale, on
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5.

Petite remarque
Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R} : La décroissance de la fonction
inverse sur [3; 4] suffit ici..

1 - 1 _ 1
45 4-x273
Et comme x" > 0 (car x > 0) :
1 n X” 1 n
7X < 5 < 3X
4 —x?
e On a ainsi établi :
1 n X” 1 n
Vx €[0;1], =x" < < =X

X X -

4 4—x2 "3
D'ou, par croissance de l'intégrale, licite car les fonctions en jeu sont continues sur le segment [0; 1]
et que 0 < 1 (bornes dans lordre croissant) :

1 [ 1 [
/ x"dx < I, < = / x"dx
4 Jo 3 Jo

VY g up g #
40+ 1) 3(n+ 1)

Conclusion : Vn € N,

4.b. En déduire la convergence de la suite (u,),en ainst que la valeur de lim w,.
n—+o0
On sait que :

1 1

T SUn S 5
4n+1) 3(n+1)

v d'apres la question précédente : Vn € N,
1
v olim —— =

im —— =0
e A 1) et 3(n 1)

Conclusion : par théoreme d'encadrement, la suite (u,),en converge vers 0.

4.c. La série de terme général u, est-elle convergente ou divergente ? Pour quelle raison?
On sait que :

v VneN, 0L ! )gu,,,

4(n+1

1
v la série E T est, a décalage d'indice pres, une série de Riemann divergente (série harmo-
n
n=0

1
nique); donc la série Z —— est également divergente.
e 4n+1)

s

Conclusion : par critere de comparaison sur les séries a terme général positif, on en déduit que

la série g u, est divergente.
n=0

5.a. On considere le script suivant qui utilise la fonction déclarée plus haut :

x=np.arange (0,41)
u=J[] #liste vide
for n in range(41):

N}

w

4 u.append(3xnxsuite(n))
s plt.plot(x,u, +7)
o |plt.show()

Ce script renvoie le graphique suivant :

1.0+

+++++++++++++++++++++++++
+++
4ttt

ot
0.8 - +

0.6 1 +
0.4 4

0.2 4

0.0 +

EDHEC 2024 - Page 3/20



Laquelle des quatre conjectures suivantes peut-on émettre quant au comportement de la suite (uy)pen
au voisinage de +o0?

1 1
; Ou —

N~
n—+o0 N

Qu, ~ 3n ; O limu=1; Ou,

n—s-+o00 n—+o00 n—+o00 3[7

i suite(n i /a . Pa : . la liste u
On sait que la commande te(n) renvoie la valeur de u,. Par conséquent, la liste u du programme
précédent contient les termes de 3nu, pour n allant de 0 a 40. Le graphique permet donc la conjecture

suivante :
lim 3nu, =1
n—+o00
Autrement dit :
. ll/?
lim — =1
n—+o00 —

3n

Conclusion : on émet la conjecture & : v, ~ =—.
n—+o0c0 3N

5.b. Etablir, grace & une intégration par parties, ['égalité suivante :

1 21 X
e, u”:3(n+1)_n+1/0 @

! 1
n
u, = X" x ———dx
A 4 —x?

SoitneN.Ona:

1
U:X+— ——X

n+1
Posons : n J{ 1 . Les fonctions u et v sont & sur le segment [0; 1] et pour tout x € [0; 1] :
VX
4—x?
u'(x) = x"
, 2x
v =T
Par intégration par parties, on obtient :
T o 1 ,‘ 2x
N — n - . n—+ . /
. {nJrTX 47)(4}0 /o nt1 a— ™
1 2 1 n+2
= - - . — dx
3n+1)  n4+1 )y (4—x%)°
) 1 2 1 X2
Conclusion : Vn €N, u, = - — — dx
3(n+1) n+1Jy (4—x%)?

5.c. Montrer par encadrement que :
1 Xn+2
lim ——=dx =0
w#wL<4—ﬂV

e Soit n e N.

* Soit x € [0;1]. On a, pour commencer :
4>4—x">3
D'ou, par croissance de la fonction carrée sur R*
16>14—-x)?>9
Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R; :

1 1

—

< 75 <
6 S @d—x)2 ~ 9

Et comme x"™ >0 (car x > 0)

* On a donc établi :

1
o n+2 < ; < — n+2
6 S@—xESo”

Par croissance de l'intégrale puis en calculant, on obtient finalement :

Vx €[0;1],

1 /1 X2 1
—— < —dx <
16(n + 3) o (4—x?)? 9(n + 3)

— Petite remarque

Le concepteur aurait pu choi-
sir une autre lettre que u pour
cette liste.. Cela porte a confu-
sion.

Jen profite pour rappeler que
le choix des variables dans un
code doit étre le plus explicite
possible !

= Rappel...

St w est une fonction dérivable
sur un intervalle / et ne s'an-

nule pas sur /, alors — est dé-
w

_W/

’
rivable sur / et (l) =—.
w w

— & Meéthode !
On veut obtenir une limite sur n
par encadrement.
On va donc encadrer l'inté-
grande par des expressions
dépendants de n dont il sera
aisé de calculer lintégrale...
St besoin, on peut s'aider de ce
qui a été fait en question 4.a !

— Petite remarque
o La croissance de 2 sur [3;4]
suffit ici...

e La décroissance de la fonction
— sur [9;16] suffit ici..
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e On a ainsi :

1 T 2 1
v Vn eN, — < ~dx < -
16(n +3) /0 (4—x22"" = 9(n+3)
1
olim ———— = lim —— =
n—+o0 16(n +3)  n—+00 9(n + 3)
1 XH+2
Conclusion : par théoreme d'encadrement :  lim / ———=dx =0
n—-+o00 0 (47)(*)2
5.d. Vérifier la conjecture établie a la question 5.a. v Rigueur !
Soit n € N, suffisamment proche de +o00. On a : {:dott atre différent de 0 pour
ce qui suit...

Up
a

3n

3nu,
n 6n booxnt?
= - j = dx
n+1 n+1Jy (4—x?)?

6 1 n+2
[tm L 1 lim L 6 ; lim / (Xi)dx =0
) 2

n—+oo N + 1 n—+oo N + 1 n—+00 4—x?)

J question 5.b

D'oli, par opérations :

) n 6n T xnt2
[im — —dx =1
notoon+1  n+1J; (4—x%)?
Autrement dit : .
lim 1” =1
n—+o00 —
3n
. 1
Conclusion : v, ~ —.
n—+oo 3N
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EXERCICE 2

Toutes les variables aléatoires rencontrées dans cet exercice sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) que lon ne cherchera pas a déterminer.
1. Soit f la fonction qui a tout réel x associe
2 )
flx) = xe~ 2 six>0
0 sinon

1.a. Montrer que f peut étre considérée comme une densité d'une certaine variable aléatoire X.
e De facon immédiate : Vx € R, f(x) > 0.
e x Sur|—o0;0]: f est continue car constante.
% Sur [0; +o0| : f est continue comme produit de deux fonctions continues sur [0; +o0].
f est donc continue sur R, sauf éventuellement en 0.

0
e x / f(x)dx est convergente et vaut 0.
00

+00
* f(x)dx est impropre en +oo seulement.

0
Soit B € [0; +00[. On a :
B
/ fx)dx =
0

Or :
: _B
lim e 2
B—+o00

=0

00
Par conséquent, l'intégrale / f(x)dx converge et vaut 1.
0

+00
Conclusion : l'intégrale / f(x)dx est convergente et vaut 1.

00

Conclusion : f peut étre considérée comme une densité.

1.b. Rappeler la valeur du moment d'ordre 2 d'une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
Notons Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On sait que Z posséde une
espérance et une variance et que : E(Z) =0 et V() = 1.

Or, d'apres la formule du Koenig-Huygens :

V(Z) = E(Z%) + E(2)?

Conclusion : st Z < .4(0; 1), alors E(Z%) = 1.

7
1.c. En déduire, par des considérations de parité, que X a une espérance et que E(X) = 5
e On sait que :

too
X admet une espérance s, et seulement si,  l'intégrale / xf(x)dx est absolument

o)

convergente

si, et seulement si,  l'intégrale xf(x)dx est convergente, car

0
l'intégrande est nulle sur | — oo; 0 et positive
sur [0; +o9

+00
) ) . 2, X
si, et seulement si,  l'intégrale / x“e” 7 dx est convergente
0

+00 »] >
. 2 X . N ' . ’ i
e Or, on sait que j x“e” 7 dx est convergente, puisqu'il s'agit du moment d'ordre 2 d'une
oo V2T
variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite (par théoreme de transfert, licite car la
fonction carrée est continue sur R).

+00 2
I 2
En particulier, j x’e” 7 dx est convergente.
0

QO L’avis du chef ! O
On adore cet exercice, trés
proche de EDHEC2011E. A faire
sans modération !

Petite remarque
&n fait, f est continue en 0.

v Rigueur !
La mention du théoreme de
transfert n'est clairement pas un
attendu dans cette question.
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e On en déduit que X admet une espérance et :

X<
-7

J par parité de x — x“e

V2t 1 2y
B 2 . Voo . ) avec 2= 4 (01)
Vo
= —E) o
2 J question précédente
Vo
-2

[
Conclusion : X admet une espérance et E(X) = >

2. On note Fx la fonction de répartition de X. Déterminer Fx(x) selon que x < 0 ou x > 0.
On peut considérer que X(Q) = R". Soit x €R. On a :

e Six<O0: ([ ])
Fx(x) P(X <x _
: _ P JX(Q):R et x <0
0
e Six>0:
Fx(x) = ([ng])

J X est a densité, de densité f

P
- / flt)dt J f est nulle sur | — oo; 0

J calcul fait en question 1.a

Conclusion : Vx € R, Fx(x) = { T—e"z six20

3. Simulation.
3.a. On pose Z = X? et on note F7 sa fonction de répartition. Déterminer F~(x) dans chacun des cas x < 0

et x > 0 et montrer que Z suit une lot exponentielle dont on précisera le parametre. * Classique ! % ——
. ) On soigne bien la rédaction
o +
e On a immédiatement Z(Q)) = R™. ot on mentionne bien tous les
e Soit x € R. arguments nécessaires dans
Si 0 cette question trés classique...
* Six<0:
De la méme facon qu'en question précédente, on a F(x) = 0.
* Stx>0:
Fs(x) = P(Z<x])
= P(X° <A i
= P(—/x< XK -
F(E\[\f \F (\\\[[))(]) X est a densité
= (VX)) — Fx(—Vx
: 2 . J question précédente, sachant que \/x > 0 et —/x <0
NG
= 1—e 7 -0
= 1—e?
On a donc :

1 —e 2 six >0
FZ(X)i{O six <0

e On reconnalt la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de

1
parametre 5 Or la fonction de répartition caractérise la loi...

1
Conclusion : Z suit la loi exponentielle de parametre 5

3.b. Utiliser la question 3.a pour écrire une fonction Python d'en-téte def simulX() qui renvoie une
simulation de X.
Ona Z = X?, donc, puisque |X| = V7 Mais X est a valeurs positives, donc :

X=VZ

On propose donc :
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1|import numpy.random as rd
2 |import numpy as np
3
s|def simulX (): X .
5 /=rd.exponential (2) #on saisit | 'espérance, par le paramétre _ Attention !
St Z — &()), en Python,
6 X=np -sqrt (Z) le parametre a saisir dans
7 return X rd.exponential(...) est
% (Vespérance).
X
4. Pour tout entier naturel n non nul, on pose Y, = T et on note G, la fonction de répartition de Y.
n
4.a. Montrer que lon a:
nx? R
GH(X)= 1—e 2 SFX}O
0 six <0
e On a immédiatement : Y, (Q) = R™.
e Soit x € R.
* Six <0
De la méme fagon qu'en question 3.a, on a G,(x) = 0.
x Stx>0:
G,(x) = P(\Y” < x\)
X
= P||—<x
({ﬁ h ]) J V>0
— P(X < v/ix]
= F X )
X(\/ﬁ)\), ) J question 2, sachant que v/nx >0
(/5
T—e 2
= J1—e T
P — ~ ) 1—e T six >0
Conclusion : Vx € R, G,(x) = 0 ixe0 Petite remarque
) Un peu répétitif, et pas tres
intéressant...
4.b. Etudier la convergence en lot de la suite (Y,),en:-
Soit x € R™.
e Six<O0:
On a, pour tout n € N, G,(x) = 0. D'ou :
lim G,(x)=0
n—-+00
e Six>0:
On a, pour tout n € N*, G,(x) =1 —e 7. X Attention !
2
; nx? im — L osix=
Or x > 0, donc x* > 0 et atnst :  lim ——— = —o0. HLLTM 2 # —oosix=0.
) n—+o0 2 D'ol cette disjonction de cas.
Par composition, on obtient :
im 1—e % =1
n—-+00

Autrement dit :
lim G,(x) =1

n—-+o00
— X Attention !

G désigne la fonction de répar-

¥Yx € R*, lim (],,(X) = (,](X) titton de la loi limite, elle doit
n—=+00 donc étre :
. o définie sur R,

0 S_L x <0 ) ( ® continue a droite en tout
T six=0 réel |
Il est donc nécessaire de définir
G(0); et il est nécessaire que
Conclusion : la suite (Y,),en+ converge en lot vers une variable aléatoire suivant la loi certaine G(0) = 1 pour assurer la conti-
égale & 0. nuité par la droite en 0 de G..

On a donc établi :

ou GZ)(’>—>{

RAPPEL SUR LA CONVERGENCE EN LOI

On rappelle la définition de convergence en lot :

Soient X une variable aléatoire sur (Q, A, IP) et (X,),en+ une suite de variables aléatoires sur (QQ, A, PP).
On note Fx la fonction de répartition de X et, pour tout n € N*, on note Fx, la fonction de répartition de
Xo.

n
On dit que la suite (X,),en+ converge en loi vers X lorsque, pour tout x oli Fx est continue, on a :

lim Fx, (x) = Fx(x)
n—+o0
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Clest cette définition qui rend les choses parfois un peu pénibles...

e Si l'on connalt la loi limite, alors la disjonction de cas se fait en fonction de la continuité de la
fonction de répartition associée.

e En revanche, lorsque l'on ne connalt pas cette loi limite, c'est un peu plus compliqué, puisqu'il faut
anticiper la disjonction de cas. Et, dans ce cas, il faut définir de facon complete la fonction de
répartition de la lot limite, méme si la disjonction de cas exclut quelques cas, comme cest le cas ici.

4.c. Montrer que pour tout € > 0, on a :

nL’LTOOIP([|Yn| >€]) =0

Soit € > 0. On a, pour tout n € N suffisamment proche de +o0 : Petite remarque
On peut également utiliser
; l'inégalité de Markov pour dé-
IP(H Yﬂ‘ > {]) = 1- TP(H YN‘ < 5.) £>0 montrer le résultat demandé.
= 1- ]P([*&‘ <Y, < 6]) . . o o ) ) P ) Mais le programme officiel sti-
- 1_ (G (€)= G (76)) J Vi est a densité (car G, est continue sur R et 7 sur R saul éysuleuglerirgdatite e Markov
3 " J question 4.a, sachant que € > 0 et —e < 0 n'est pas exigible. Faisons donc
= e e sans |
2
) ne . .
Or € > 0, donc lim ——— = —oo. Par composition, on obtient :
n—-+o00 Z
lim e =0
n—+o00
Autrement dit :
lim P([|Y,]>¢€]) =0 == Pour info... ——
n—-+o0ao

La suite (Y,),en* converge
en probabilités (vocabulaire
Conclusion : pour tout € >0, ona lim P([|V,| > ¢]) = 0. HP en appli) vers une variable

n—-+00 : aléatoire suivant la loi certaine
< éqgale a 0.

. On considere une suite (X,),en+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes, et suivant toutes la
méme loi que X. Pour tout entier naturel n non nul, on pose M, = min(Xy, ..., Xj,).

5.a. Exprimer, pour tout réel x, IP([/\/IH > X]) a l'aide de la fonction Fy, puis en déduire que M, suit la méme
loi que la variable aléatoire Y, présentée a la question 4.
e Soit xR Ona:
IP([M,, > X]) = IP([min(X\, X)) > X])

n

= P ()X >

indépendance mutuelle de X, ..., X
1 n

= P([X: > »
H U ;> Y]) J X1, ..., X, ont toutes la méme loi que X
i=1
n
= [ ](1=Fx0)
i=1
n
= (1= Fxx)
e SoitxeR Ona:
P(M, < x = 1-P(M, >x : L
(' o ]) (q f([(xl)y)” ” J point précédent O Astuce du chef ! O
— Fy N
5o\ J question 2 < On continue de travailler sans
1T— 11— (’] —e 7 ) stx>0 disjonction de cas, et il suffira
= simplement de remplacer toute
1—(1-0) six<0 l'expression de Fx(x) en fonc-
) tion des cas. C'est moins lourd,
- 1 —e T six >0 et cela se préte trés bien pour
o 0 six<0 les calculs.
- C/Z(X)

Puisque la fonction de répartition caractérise la loi, on en déduit que M, et Y, suivent la méme
loi.

Conclusion : M, et Y, suivent la méme loi.

5.b. Compléter la fonction Python suivante afin quelle renvoie une simulation de M, a l'appel de simulM(n).

def simulM (n):

2 X=np.array ([...... for k in range(n)])
3 M=......
4 return M
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w

def simulM(n):
X=np.array ([ simulX ()
M=min (X)
return M

for k in range(n)])

— Petite remarque ———

La encore, on déplore le choix
de la lettre X pour désigner un
tableau de n réalisations de X..
Et on peut se demander pour-
quot l'énoncé proposer de
convertir une liste en tableau
numpy : rien de mieux pour em-
brouiller les candidats.

On aurait d'ailleurs pu deman-
der aux candidats d'écrire un
programme en entier et non d'en
compléter un.
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EXERCICE 3

On se propose de déterminer s'il existe des fonctions f continues sur R et vérifiant l'égalité :
Vx € R, f(x)=1+/oxtf(x—t)dt M
1. Montrer que 'égalité (1) est équivalente a l'égalité :
Vx eR, f(x)=1+ [OX(X —u)f(u)du (2)

Soit f une fonction continue sur R.

e Soit x € R. Effectuons le changement de variable u = x — t dans l'intégrale / tf(x — t)dt :
0

u = x—t , du = —dt ) t=101]«x
' dt = —du ' u=1|x |0

t = X—U

Ce changement de variable est bien licite, puisque la fonction v+ x —u est € sur [0; x]. On a ainsi :

X 0
f(x —t)dt = —u)f(u)(—d
j() tf(x — t)dt l(x u)f(u)(—du)

= X(X —u)f(u)du
0

e On a donc établi :

Vx € R, /X tf(x — t)dt = /X(x — u)f(u)du

0 0
Ainst :

Vx €R, f(x):1+/¥tf(x—t)dr) —
0

Vx €R, f(x)=1+ ]X(xf u)f(u)du)

0

QO L’avis du chef ! O
Trées bon exercice, pas si simple,
mélant intégrales et équations
différentielles.

Petite remarque

On pourrait se contenter de dire
que le changement de variable
est licite car affine.

% Subtil... %
St on pose u = ¢(t), g doit étre
bijective et cest la fonction g~
qui doit étre €.
Pour ne pas se tromper, on
devrait toujours poser t = ...
méme si c'est parfois moins
naturel |

Conclusion : (1) < (2).

2. On suppose dans cette question qu'une fonction f, continue sur R, est solution de ce probléme.

2.a. Justifier que f est de classe €' sur R et que lon a :

Vx €R, f'(x) = /X f(u)du
0

D'apres la question précédente, on a ainsi, pour tout x € R :

ftx) ! +/0 (= u)f{u)du J linéarité de l'intégrale

= 1+x/’ f(u)duf/ uf(u)du
0 0

e la fonction f est continue sur R, donc d'apres le théoréme fondamental de l'analyse, la fonction

X > / f(u)du est €' sur R, de dérivée égale & f;
0

Ensuite :

e la fonction id x f est continue sur R, donc d'aprés le théoréme fondamental de l'analyse, la fonction

X
X — / uf(u)du est €' sur R, de dérivée égale & id « f.
0

La fonction f est donc " sur R, comme produit et somme de telles fonctions, et pour tout x € R :

f'lx) = /o f(u)du + xf(x) — xf(x)
= /X f(u)du
0

X Attention !
On ne peut pas procéder di-
rectement comme on le fait
habituellement pour des fonc-
tions définies par une intégrale
puisque la variable x se situe
également dans l'intégrande...
on commence donc par découper

Conclusion : f est de classe %' sur R et pour tout x € R, f'(x) = / f(u)du.
0
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2.b. En déduire que f est de classe €2 sur R et que L'on a :

Vx € R, "(x) = f(x)

D'apres la question précédente :

Vx €R, '(x) = j/\ f(u)du

0
x
Or f est continue sur R, donc d'apres le théoreme fondamental de l'analyse, la fonction x +— / f(u)du
0

est €' sur R, de dérivée égale a f.

Par conséquent : f’ est €' sur R, autrement dit f est € sur R, et pour tout x € R : Et ca continue... ——
nioN Puisque f” = f et que f est
Fiix) =1 &2, on en déduit que " est

%2, donc f est €. En réité-

. : 6
Conclusion : f est €2 sur R, et pour tout x € R, f”(x) = f(x). rant, on obtient que f est ",
€°.... donc f est en fait €.

2.c. Trouver toutes les solutions de l'équation différentielle obtenue ci-dessus.
L'équation f”—f = 0 est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients constants, homogene,
d'équation caractéristique > — r = 0 dont les solutions sont 1 et —1.
Il existe donc des réels a et b, que nous considérons ensuite, tels que :

Vx € R, f(x) = ae™ + be* Petite remarque

Clest une question d'application
directe du cours : il faut la

traiter, et la traiter correctement
!

Conclusion : lensemble des solutions de " = f est {x — ae ™ + be", (a,b) € R’}.

2.d. Déterminer f(0) et '(0) puis montrer que le probléme posé au début de cet exercice a au plus une
solution qui est la fonction f définie par :

VxER, flx) = =&
2
e En évaluant la relation (1) avec x = 0, on obtient :
f(0) =1

e En évaluant la relation obtenue en question 2.a avec x = 0, on obtient :
f(0)=0
Par conséquent, st f est solution de (1), on a, d'aprés les questions précédentes :
J(a,b) €R*/Vx €R, f(x)=ae ™ +be* ; f(0)=1; f(0)=0

On obtient ainsi les conditions suivantes sur a et b :

a + b =1
—a + b =0
Par conséquent :
a=>b= !
2
Et donc : o
Wx €R, f(x) = & 1°
2
. . . et +e
Conclusion : si f est solution de (1), alors : Vx € R, f(x) = —
e +e*

Le probleme initial a donc au plus une solution, la fonction x ——

3. Vérifier qu'effectivement la fonction trouvée a la question 2.d est la seule solution du probléeme posé en début = Pour info...
d'exercice. L'énonié a détallllé un rat'th\c)n—
X 4 e nement par analyse-synthése.
On sait que la fonction x —> ———— est la seule solution possible du probléme initial. Pour montrer que L'analyse fait L'objet de toute la
) . . . 2 A , . . . o question 2 et la synthése est a
cest la seule solution, il suffit donc de vérifier qu'elle est bien solution du probleme initial. faire dans cette question pour
Soit x € R. Ona: conclure.
X —u u X
eV +e 1 . . R U :
1T+ (x — u)fdu = 1+ 5 (x — U)(O +e )du intégration par parties, licite car les fonctions en
0 1 0 X J jeu sont €' sur le segment [0; x] (ou [x; O)
= T+ =([x=u)(—et+e")] — —(—e " +e")du
(] - [ |
1 ' —u u
= 14+ |0+ (fe +e)du
2 0
1 u ulX
= 1+ %[e +e'];
= T4+z(e"+e" =2
iy )
ettt
B 2
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—X X

La fonction x — — vérifie ainst la relation (2), et d'apres la question 1, vérifie donc la relation (1).

—X X

. . e e . . o
Conclusion : la fonction x —— — est la seule solution du probleme initial.

4. On se propose de déterminer maintenant s'il existe des fonctions f continues sur R et vérifiant l'égalité :
X
Vx R, f(x) = [ tf(x — t)dt
0

Sans refaire les calculs faits précédemment, mais en précisant les résultats qui restent valables, montrer que
ce nouveau probléme possede une seule solution que l'on déterminera.

e En procédant comme en question 1, cette nouvelle équation est équivalente a :

Vx e R, f(x) = AX(X —u)f(u)du

e Analyse :
* Les questions 2.a, 2.b et donc 2.c sont encore valables (les équations ne different entre elles que
par une constante...).
% On a maintenant 7(0) = 0 et f/(0) = 0.
% Et on trouve ainsi, avec les notations précédemment utilisées : a = b = 0.
Par conséquent, la seule fonction possible est la fonction constante nulle.
e Synthése : la fonction constante nulle convient...

Conclusion : ce nouveau probleme possede une unique solution : la fonction constante nulle.
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Q© L’avis du chef ! ©
EXERCICE 4 < Tres classique, plut6t bien pour

s'entratner sur les chatnes de
Markov, méme s'il est par-
Dans ce probleme on identifie une matrice de M(R) a un réel. fois trop détaillé et/ou un peu

On considére deux urnes A et B contenant initialement une boule blanche et une boule noire chacune. On procede lourd..
a une suite d'épreuves, chaque épreuve consistant a tirer au hasard une boule dans chaque urne, la boule tirée de

A étant remise dans B et la boule tirée de 5 étant remise dans A.

Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans A

avant la (n + 1)-ieme épreuve.

On pose : a, = ]P([Xn = 0]) b, = IP([XH = 1]) = IP([XU = Z]) et U, = (an b, cn).

1. 1.a. Donner les valeurs de ag, by et .

Conclusion : ag =0, bg =1 et ¢g =0.

Petite remarque

Aucune justification n'est atten-

1.b. Déterminer la loi de X; et en déduire les valeurs de a4, by et ¢4. due lorsque Uénoncé mentionner

. ' "donner”.
e Puisqu'il y a, au total, 2 boules blanches, on a : X;(Q) C [0; 2].
e Ensuite :
* Ona:
[X; = 0] est réalisé  si, et seulement si, l'urne A ne contient aucune boule blanche a
l'issue de la premiere épreuve
si, et seulement si, on a tiré la boule blanche dans l'urne A et la

boule noire dans lurne B

Par indépendance des tirages dans les deux urnes et équiprobabilité du choix de la boule
dans chaque urne, on obtient :

1 1
IP(»XW OJ) 5% 5
B 1 — # Rédaction ———
4 € Je fais le choix de ne pas intro-
duire d'évenements pour décrire
'évenement [X; = 0]. St on
souhaite le faire, on peut par
* Ona: exemple noter Nax l'évenement
‘tirer la boule noire dans l'urne
[Xi = 1] est réalisé  si, et seulement si, l'urne A contient une seule boule blanche a g\eh:nrzn?: /LSBkk_Leme epreuve et
l'issue de la premiére épreuve Dés lors - [pr —0=Nun
si, et seulement si, on a tiré la boule blanche dans l'urne A et Ng,1 .

la boule blanche dans l'urne B ou on a tiré
la boule noire dans l'urne A et la boule noire
dans l'urne B

Par incompatibilité de ces deux évenements, puis indépendance des tirages dans les deux
urnes et équiprobabilité du choix de la boule dans chaque urne, on obtient :

171 1T 1
2
% De la méme fagon, on trouve
1
P(X =2) = 7

Conclusion : finalement X;(Q) = [[0; 2] et la lot de X; est donnée par :

valeurs prises par X;

S| = O
YN
S = N

probabilités

1.c. Justifier rapidement que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, ([X, = 0],[X, = 1],[X, = 2))
est un systeme complet d‘évenements.
Soit n € N*. Puisqu'il n'y a que deux boules blanches dans l'ensemble des deux urnes, on a :

X,(Q) © [[(); Z]] ’PetltAe remar,que .
Il n'est méme pas nécessaire
d'avoir ['‘égalité pour conclure :
au pire, certains événements
sont vides, ce qui n'est pas exclu
pour un SCE.

Conclusion : pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, ([X, = 0],[X, = 1],[X, = 2] est
un systeme complet dévenements.

1.d. En déduire, pour tout entier naturel n, la valeur de la somme a, + b, + c,.
Soit n € N.
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e Sin=0:
On sait déja que ag + by + co = 1...

e Sin=>1:
D'aprés la question précédente, ([X, = 0],[X, = 1],[X, = 2]) est un systéme complet d'événements.
Ainsi :
IPXn:O +IP X”:1 +]P XHIZ =1
) ([ ]) ([ ]) ([ ]) QO L’avis du chef ! O —
Autrement dit : Les questions 1.c et 1.d ont

a,+b,+c,=1 bien peu d'intérét; et cest tou-
jours un peu déroutant lorsque
'énoncé demande d'établir des
résultats qui sont relativement
immédiats...

Conclusion : pour tout entier naturel n, a, + b, + ¢, = 1.

On admet dans la suite que, pour tout n de N*, les probabilités a,, b, et ¢, sont non nulles. Important !

On apprécie cette remarque

2. Soit n un entier naturel non nul. de U'énoncé, afin de justifier
. . S ez e . .o T2 l'existence des probabilités
2.a. Déterminer, en les justifiant, les probabilités conditionnelles Py, —([Xq+1 = /), pour tout (i, j) € [0; 2], conditionnelles demandées en
puis en déduire que le graphe suivant représente la chatne de Markov décrite ci-dessus. question suivante, ce qui évite
au candidat de devoir le faire.
1
1 2 !
4
1
- 1
4

e Supposons l'évenement [X,, = 0] réalisé. Autrement dit, l'urne A contient 2 boules noires avant la
(n + 1)-ieme épreuve, et l'urne B deux boules blanches.
Dans ce cas : lors du (n + 1)-ieme tirage, la seule possibilité est de tirer une boule noire dans
l'urne A et une boule blanche dans l'urne B. Et donc, avant le (n + 2)-ieme tirage, l'urne A sera
nécessairement composée d'une boule noire et une boule blanche, tout comme l'urne B. D'ou :

P, —o)([Xos1 =0]) =0 ; Pu,—q(Xos1 =1) =1 ; Pi,_q(Xos1 =2]) =0

e Supposons l'évenement [X,, = 1] réalisé. Autrement dit, 'urne A contient une boule blanche et une
boule noire avant la (n + 1)-ieme épreuve, tout comme l'urne B. S )
Tout l'intérét d'avoir suffisam-

Dans ce cas, en raisonnant comme en question 1.b, on trouve : ment détaillé le raisonnement
en question 1.b...

Petite remarque

1 1 1
Py, 1) ([Xos1 = 0]) = 7 Py, 1 ([Xosr = 1)) = 5 P, 1 ([Xos1 = 2]) = 7

e Supposons l'évenement [X, = 2] réalisé. Autrement dit, l'urne A contient 2 boules blanches avant
la (n + 1)-ieme épreuve, et l'urne B deux boules noires.
Dans ce cas : lors du (n + 1)-ieme tirage, la seule possibilité est de tirer une boule blanche dans
l'urne A et une boule noire dans l'urne B. Et donc, avant le (n + 2)-ieme tirage, l'urne A sera
nécessairement composée d'une boule noire et une boule blanche, tout comme l'urne B. D'ou :

IP[Xn:Z ([XHH = O}) =0; IPXHZZ]([X”“ - 1]) =1 IP[X”ZZ]([X”H - 2]) =0
De fagon générale, pour une chaltne de Markov homogene a 3 états, on a :

P X“—Z\([Xn +1 = 2])

\
/

Pix,—o)([Xo11 = 0])

)

IP[X”—O\([X/HH - 2])

IP[X”:Z]([X/HH - O])

Pi,—o (X1 = 1)) Pp—n((Xo1 = 2))

N ’

IPX,,:W]([XIHH - OD IP[X”:_) ([X7*1 - ”)

y

Py, —1)([ X1 = 1])
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D'ol le graphe donné avec les probabilités trouvées...

2.b. Ecrire la matrice de transition M = (my;); cpozp2, 04 m;; = ]P[Xn:L]([XnM = /]) associée a cette
chatne de Markov. On remarquera que la premiere ligne et la premiére colonne de cette matrice sont
numérotées 0, la deuxieme ligne et la deuxieéme colonne sont numérotées 1 et la troisieme ligne et la

troisiéme colonne sont numérotées 2. On vérifier avant de poursuivre que la somme des éléments de
chaque ligne de M est égale a 1.

Conclusion : M =

Or|l -0
N NG YN
Ol =0

2.c. Utiliser la formule des probabilités totales pour exprimer a1, b,41 et ¢,q en fonction de a,, b, et c,.

e D'aprés la formule des probabilités totales avec ([X, = 0],[X, = 1],[X, = 2]} comme systeme
complet d'événements, on a :

2
P([X”'W - O]) - Zo ]P( Xo =N [Xns1 = OU J P([X, = 0]), P([X, = 1]) et P([X, = 2]) sont non nulles d'aprés l'énoncé

= i IP(iX,, = [])P/\;,:z ([XHH = O])
11 0

- Ebm

J question précédente

e On procede de la méme facon pour b, 1 et ¢,p1..

1 1 1
Conclusion : g, = Zb”' b, =a,+ Eb” + ¢, et ey = Zb”'

3. Vérifier que les relations trouvées a la question 2.c restent valables pour n = 0.
e Onsait que ap =0, ng="1et ¢g=0.
1

— b 7‘[(‘71
g Ty

e On sait également que a; =
Ainsi, on a :

1 1 1
ay = Zb“ ; bi=ao+ zboJrfo ;= Zbo

Conclusion : les relations trouvées a la question 2.c restent valables pour n = 0.

4. 4.a. Pour tout n de N, exprimer E(X,11) en fonction de b,41 et ¢pi1.
Soit n € N. Puisque X, 1(Q) est fini, X, 1 possede une espérance et :

EXor1) = ) KP([Xpu1 = K))
kEX,41(Q)

= Y KB(Xow = k)

= P(Xp41 = 1)) + 2P ([Xps1 = 2))
- me‘FZ(MW

Conclusion : Vn € N, E(X,41) = b1 + 2¢p41.

4.b. En déduire que, pour tout n de N, on a E(X,11) = 1.
Soit n € N. En débutant par la question précédente :

EXnt1) = bnsa J; 21 . J question 2.c, valable quand n = 0 d'aprés la question 3
a, + 5[)/7 +cn + 2 x an
i f” + bt J question 1.d

Conclusion : pour tout n de N, E(X,.1) = 1.

4.c. Etablir finalement la relation :
VYneN, b, +2c, =1

D'apres les deux questions précédentes :

Vn e N, b/7 1+2(/7 1:1
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Autrement dit :
Vk € N*, by + 2¢c, =1

Etonaaussi bg+2c0=1+2x0=1..

Conclusion : Vn € N, b, +2¢, = 1.

2
. Onpose V= | —1
2
5.a. Montrer que la suite (U, V),en est une suite géométrique et donner sa raison.
Soit n € N.On a: Petite remarque
Il ne faut pas avoir peur des
2 formulations un peu inhabi-
U Vo o= ((l b B ) 1 tuelles. En calculant U, V, on
el o el el ) J en identifiant réel et matrice de M;(R) remarque qu'il suffit de montrer
2 que la suite (2a, —b,+2¢p)neN
= 2a,.1—b 2c ’ est géométrique...
] o " HJF o . J question 2.c, valable quand n = 0 d'aprés la question 3
- Ebnf(’ilnfzbnfcn“rzbm
- —a, + ibm — Cp
= —(2a,— b, + 2c,)
21
= -5 u,v
. : L L . -1 . ‘
Conclusion : la suite (U,V),en est géométrique de raison - et de premier terme UpV = —1.

mRéflexe ! ———
+7On précise le premier terme,

comme ¢a, cest fait !

AUTRE METHODE, MOINS DANS L'ESPRIT DE L'EXERCICE... Pourquoi 7 ——————

Il s'agit d'une propriété du cours
Méme si la méthode qui suit n'est pas dans lesprit de l'exercice, rien ne nous empéche de l'utiliser... sur les chatnes de Markov (que
Soit n € N. on sait que : l'on demande de redémontrer en
Ups1 = UM question 8.e...).
n - n
Ainsi :
UV = UMV -1
n 2 J apres calcul, on trouve MV = —V
= Flv ’
. . Bomeocd B : =1 .
Conclusion : la suite (U, V)nen est géométrique de raison - et de premier terme UpV = —1.

5.b. Pour tout entier naturel n, en déduire explicitement 2a, — b, + 2¢, en fonction de n.

. ) 1 n
Conclusion : d'apres la question précédente, on a : Vn € N, 2a, — b, + 2¢c, = — (72) .

Oetn="1.

Vérification ———
Jion vérifie le résultat pour n =

. Déterminer, pour tout entier naturel n, a,, b, et ¢, puis donner la loi de X. »Réflexe !
Soit n € N. D'apres les questions 1.d, 4.c et 5.b, on a : f

inconnues... il nous faut 3
équations linéaires !

a, + b, + ¢ = 1
b, + 2¢, = 1
1 n
Z n - / n 2 n - — | 3
a D + C ( 5 )
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ap + b/7 + Cn - 1 an + bn + Cn - 1
bo + 20 = by + 2 = w
1 n — - ’ ,
2017 - b/7 + 2(/7 - - (72) L b—20 — 3[)” - o (7§) -2
[ 1 n
3a, 3¢, = 1—|—=
e
/I n
— < 6(” _ I
Ly« 3L+ L3 2
L« 3L+ L3 3b 1\" :
o “Yn - - 72 —
C 1\"
6 n - /If .
o= 1)
) 1\
— 1 6 = 11— =
Ly« 2L — L 2
1\"
3//7 - — | —= -2
r =[]
( »] 1 n
n - L
ORE1I 78
1 1\
— < [” — (2= ==
v sl
1 1\"
n - —|1T—|—=
= sl
1 1\"
n - = lli -
ORE1i N
Conclusion : Vn € N b, = ! - 1 ”
: ' n - 3 2
1 1\"
-n - ~ T—(—=
sl

7. Montrer que la suite de variables aléatoires (X,),en converge en loi vers une variable aléatoire X dont on
déterminera la loi.
7/] /I n
Puisque - €l—11, ona: ,,ETX (75) = 0.
Dot :

1 1 1
lim a,=—- ; lim b,== ; lim ¢, ==
n—-+00 6 n—-+o00 2 n—+00 6

Conclusion : la suite (X,),en converge en loi vers une variable aléatoire X dont la loi est donnée
par le tableau suivant : v Pour s'entrainer...
On peut déterminer les états
stables de la chatne de Mar-
kOV; on en trouve un seul :

1 2 1
(6 3 6/

valeurs prises par X

probabilités

o = O
Wl Ny —
o =N

8. On se propose de retrouver la lot de X, par une autre méthode.

8.a. Calculer M? et MP, puis vérifier que 2M° = M? + M.
On trouve :

M? =

D WOC\A\
| —

N

[ee]

1

g 1
1 DM = %
7 7
4

N =B ] —
@ U | W

NG EEENG Y RN Ny N

Conclusion : 2M? = M? + M.

8.b. En déduire les valeurs propres de M et donner une base de chacun de ses sous-espaces propres.
e De la question précédente, on déduit que le polyndme 2X> — X? — X est annulateur de M.
Or 2X? — X? — X = X(2X? — X —1) et on trouve ainsi que les racines de 2X> — X? — X sont 0, 1

et - Par conséquent :

—1
Sp(M) C {7;0; 1}
Dans la suite, pour tout A € Sp(M), on notera E,(M) lespace propre de M associé a la valeur
propre A.
e Pour O : & Méthode !

On peut également, pour tout

A e {%1;0;1]», résoudre
MX = AX pour montrer que A
est valeurgpsapee de M 1 dérg o0

terminer une famille génératrice
Ao E. (A



8.c.

8.d.

* Ona:

0 1 0
1 1 1
rQ(M) = g Z i Z J =0

0 1 0
0 1
1 1

= rg . . 0 1
é % J la famille 1 1 est libre

4 2
= 2 0 1

On en déduit que O est valeur propre de M et par théoreme du rang :
dim (/\/l 3,1(R)\) = dim ( kor(M)) + rg(M)

Ainsi :
dim ( kor(/\/l)) =1

-1 -1

= Ensuite, on remarque que | 0 | & ker(M). La famille 0 est donc une famille de

Eo(M) qui est :
v libre car constituée d'une unique vecteur non nul,
v de cardinal 1, égal a dim (Eo(M)).

— A retenir...
On avait remarqué que
C; = (3 dans la recherche
du rang de M. Autrement dit :
1 xCG+0x1xGC =0
Cette relation sur les colonnes
de M nous fournit une vec-
teur dans ker(M) : pour cela,
il suffit de remarquer que

1

-1
-G+G=M 0)

Conclusion : O est valeur propre de M et la famille 0 est une base de Ey(M).

1
e Pour —= :

On procede de la méme facon..

2
—1
Conclusion : - est valeur propre de M et la famille —1 est une base de £_1(M).
2
e Pour 1:
On procede de la méme facon..
1
Conclusion : 1 est valeur propre de M et la famille 1 est une base de E4(M).
1
2 =11
Onpose P=|—1 0 1] Justifier sans calcul que P est inversible.
2 1T 1

On sait qu'une concaténation de familles libres de vecteurs propres de M associées a des valeurs propres
différentes est encore une famille libre de M51(R).

2 —1 1
Par conséquent, d'apres la question précédente, la famille 11,10 ], |1 est libre (car
2 1 1

concaténation de bases de vecteurs propres associées a des valeurs propres différentes), donc de rang
pl
3.

Conclusion : rg(P) = 3, donc P est inversible.

— 0 0
On pose D = (2) o o |- Caleuler MP et PD, puis conclure que M est diagonalisable.
0 0 1
On trouve :
MP = PD
D'oli, puisque P est inversible :
M= PDP

Conclusion : M est donc semblable a D, qui est diagonale, donc M est diagonalisable.

O Astuce du chef ! O
On peut aller plus vite pour les
deux autres valeurs propres,
apres avoir parfaitement dé-
taillé la premiere. On remercie
au passage l'énoncé de nous
fournir les résultats en donnant
la matrice P a la question sui-
vante...

Petite remarque

S'il faut calculer MP et PD
pour justifier que M est diago-
nalisable, a quot bon avoir un
cours sur la réduction de ma-
trices ?!
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8.e. Etablir la relation suivante :
vneN, Uy = UM

Soit n € N. D'aprés la question 2.c :

1 1 1
(UHM bnM (-/MW) = Zb,, a, + ib,, + ¢y Zb,,
0 1 O
- <(7/7 b/z (/7) 1 1 1
4 2 4
0 1 O

Conclusion : U, = U,M.

8.f.  En déduire la relation, valable pour tout entier naturel n :

Uy = GpM"

Procédons par récurrence...

e Initialisation. Pour n =0 :
M = 5, d'oli le résultat. L'initialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que U, = UyM" et montrons que U, 1 = UpM™ 1.
On a, en débutant avec la question précédente :

U’n +1 - U’n/\/’

o / n »\ v . .

= UM ‘ Q L’avis du chef ! O

F1 o R )

= UM" On pourrait s'attendre, a ce ni-

veau de lexercice, a ce que ce

L'hérédité est ainsi établie. résultat ne soit pas donné et
que l'énoncé demande directe-
ment la question suivante afin
VneN, U, = UM". 3etmteux discriminer les candi-
ats...

hypotheése de récurrence
x M J i

Conclusion :

8.g. Donner, sans faire les calculs, une stratégie pour obtenir la loi de X, a partir de cette derniére relation
(on précisera les différentes étapes permettant de conclure).

e Par récurrence immédiate, on a :
vneN, M"=pPD"P!
e Puisque D est diagonale, on a :

71 n
(7) 0 0
VneN, D" = 0 0 0
0

e On obtient alors, en utilisant la question précédente l'expression de U, en fonction de n en effectuant
le calcul explicite de PD"P~" (aprés avoir calculé P~).

e On obtient ainsi la loi de X,..

Jok o dkodkokok FIN dedkedeododkokok
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