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EXERCICE 1 © L'avis du chef ! ©

Exercice un peu décousu, mais
assez complet tout de méme. La

. . . artie A est particulierement
Les parties B et C sont indépendantes de la partie A. 5étamée ot [fmche du cours..

PARTIE A. RESOLUTION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL

On considere 'équation différentielle :
(E) : X(t) = —x(t) + e "
ol x est une fonction définie et dérivable sur R a valeurs dans R.
1. 1.a. Résoudre l'équation différentielle homogéne x'(t) = —x(t) sur R.

L'équation x" = —x, d'inconnue x une fonction dérivable sur R est une équation différentielle linaire
d'ordre 1, homogene.

Conclusion : lensemble des solutions de x" = —x est {t — Jde™, A € R}.

1.b. Déterminer une solution particuliere xo de (E) de la forme xo : t — (at + b)e™, avec (a, b) € R%.
Soit (a, b) € R%. Posons xq : t — (at + b)e ",

e X est dérivable sur R et, pour tout t € R :
xp(t) = (a — at — b)e™!

e Puis, ona:

(xo est solution de (E)) &= VteR, x(t)=—x(t) +e!
& VieR, (a—at—ble "' =—(at+bje " +e'
= VteR, ge ! =e"! .
— a1 JwiRe £0

Petite remarque

Comme mentionné dans lepro-

Conclusion : la fonction xp : £ —> te™" est solution particuliére de (E). gramme officiel, la recherche de
solution particuliere est guidée.

1.c. Résoudre l'équation différentielle (E).
L'équation (E) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants telle que :

e ['équation homogéne associée admet pour ensemble de solutions lensemble {t — Ae™", A € R}
(question 1.a),

e la fonction xp : t — te” " est solution particuliere de (E).

Conclusion : lensemble des solutions de (£) est lensemble {t —— Ae™" + te™!, A € R},
autrement dit ensemble {f+—— (f+ AJe™", A € R}.

On s'intéresse maintenant au systeme différentiel :

k:\
=
|
|
<
=

2. 2.a. Déterminer la matrice A € M;(R) telle que :

(S) «= X'(t) = AX(f) avec X(t) = (;Eg)

La matrice A est-elle diagonalisable?

e De facon immédiate : A = (71 ! )

(U
e Puisque A est trianqulaire supérieure, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Par conséquent, A admet une unique valeur propre : —1. Raisonnons par l'absurde, et supposons

que A est diagonalisable.
Il existe alors :

% une matrice D de M;(R) diagonale, constituée des valeurs propres de A; autrement dit,
D = 7/2;
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* une matrice P de M;(R) est inversible (matrice de passage de la base canonique vers une
base de vecteurs propres);

telles que A = PDP~". Ainsi, on obtient :
A =

P(—hL)P™
7/)

P . absurde !

Conclusion : A n'est pas diagonalisable.

2.b. Justifier lexistence d'une unique solution (x, y) de (S) telle que x(0) =1 et y(0) = 1.
Puisque (S) est un systeme différentiel linéaire a coefficients constants homogéne, le probleme

est un probleme de Cauchy.

Conclusion : par théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution (x, y) de (S) telle
que x(0) =1 et y(0) = 1.

Déterminer cette solution (x, y) en vous aidant de la question 1.
Soient x, y deux fonctions dérivables sur R. Avec les notations précédentes, on a :

% Classique ! % ———

Une question tres classique, il
faut faire vite et bien.

’ y ([) - o Lj(f) — El[/ cR / J ’ Lj(f) - /"eir
X(0) = 1 x(0) = 1
=1 L1y = 1
. Ll = e
— dueR/ «0) = 1
L 7 = 1
Vi R X(t) = —x(t)+e!
= oy e !
X(0) =1 X(t) = (£ + Ao question 1
— 3JreR] vTC’R’{g(r)fe’r
x(0) =1
o t
= VteR, { Xt) = [j 1)e
y(t) =e
2.d. Etudier la convergence de la solution (x, y) vers un état d'équilibre lorsque t tend vers +oo.
Ona:
lim y(t) =0
Puis :

Vi ER, x(t)=te™ ' +e'

Donc, par croissance comparée et somme :

lim x(t) =0

t—+00

Conclusion : la solution (x, y) converge vers (0,0) qui est bien un équilibre du systeme (5).

3. Recopier et compléter le programme en langage Python ci-dessous de maniere a ce qu'il produise le gra-
phique sur la droite représentant la trajectoire t — (x(t), y(t)) pour t € [—2;10].
On rappelle que la commande np.linspace(-2,10,200) crée une liste de 200 valeurs régulierement es-
pacées allant de —2 a 10.

Trajectoire de la solution

1|import numpy as np 71

2|import matplotlib.pyplot as plt o

3

4|T=np. linspace (—2,10,200) 5

s{x=[... for t in T] N

sly=[... for t in T]

7 31

s|plt.title (" Trajectoire de la solution ]

o|lplt.plot (...)

w0|plt.show () 14
04

o

— == Rappel...

Les équilibres d'un systeme dif-
férentiel linéaire d'ordre 1 ho-
mogene a coefficients constants
X" = AX sont les solutions
constantes de ce systeme dif-
férentiel. La solution constante
égale a 0 est donc toujours un
équilibre...

On rappelle ausst que l'en-
semble des équilibres se trouve
en déterminer ker(A)...
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De facon immédiate :

1|import numpy as np
2|import matplotlib.pyplot as plt

4|T=np. linspace (—2,10,200)
s |x=[np.exp(—t)+t*xnp.exp(—t) for t in T]
s|y=[np.exp(—t) for t in T]

s|plt.title (" Trajectoire de la solution")

o|plt.plot(x,y)
w|plt.show ()

PARTIE B. ETUDE D'UNE SUITE DE FONCTIONS

Pour tout entier k € N*, on considére la fonction f; définie sur R par :
Vx € R, fi(x) = (x + 1)e¥

On note %% la courbe de f¢ dans le plan muni d'un repére orthonormé.

4. 4.a. Calculer les limites de la fonction fp en —oco et +o0.
e En +oo:
Puisque kK > 0, on a :

lim kx = 400
X—+00

D'ou, par composition et opérations :

lim f(x) = +o0

X—+00

e En —o0:
Ona:
¥x €R, filx) = x(e¥)" + e

* Puisque k > 0, on obtient :
lim e =0

X——00

* Puisque k > 0, par croissance comparée :
. # Rédaction ——
lim x(e“) =0 On détaille suffisamment, sans
X—+00 trop en faire non plus sur la
croissance comparée, cest tres
bien ainsi.

D'oli par somme :

lim fi(x) =0

X——00

4.b. Dresser le tableau de variations de f; en y faisant figurer les valeurs prises par fy en —1 et 0.
La fonction f; est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R et, pour tout x € R :

flix) = e 4 k(x+ 1)e
= (kx+/<+W)e“

Or, pour tout x € R :
kx

e™ >0
et :
kx +k+1>0 &= kx>—-k-—1 o
k+1 Jk’o
= X > —
k
Dot :
X —00 —ﬂ -1 0 400
/\,,
f(x) — 6] +
0 400
\ 1—
fi o k1) /O/
ok
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5. 5.a. Etudier la position relative des courbes % et @1. Vous préciserez leurs points d'intersection.
Soit x €R. On a:
for(X) = fe(x) = (x+ Del I — (x 4+ 1)e™
= (x+1)ee =1)

Or, par stricte croissance de exp sur R :

e —1>0 & x>0

Dol :
X —00 —1 0 +00
x + 1 - O + +
et —1 — O +
frer(x) — fr(x) + O 0 +
Conclusion :

e sur | — oo; —1[UJ0; 400, 6.1 est au-dessus de €,

e sur |—1;0[ €1 est au-dessous de de €, Pourquoi ? ————
On a vy, dans le tableau de

variations, que pour tout k €
N*, fi(—=1) = 0 et £(0) = 1..

® %1 et G, se rencontrent en les points de coordonnées (—1,0) et (0, 1).

5.b. Dessiner sur un méme graphique lallure de %, et Giy1.
On choisit de le faire pour kK =1, par souci de clarté...

PARTIE C. ETUDE D'UNE SUITE IMPLICITE

6. 6.a. Montrer que, pour tout kK € N*, l'équation f;(x) = k admet une unique solution dans R notée uy.
Soit kK € N™.
e Sur|—oo0;,—1:
La fonction f; est strictement négative sur cet intervalle donc, puisque k > 0, 'équation fi(x) = k
ne possede aucune solution sur | — oo; —1].
e Sur[0;+oq :
v 1y est continue sur [—1; +oq| (car dérivable),
v fi est strictement croissante sur [—1; +-o00 (question 4.b).

= Rappel...
Ainsi, par théoréme de bijection, la fonction f; est bijective de [—1;4o00[ dans fi(—1;+oq]) = La continuité de f; garantit
[0; +oq. que, puisque [—1; +oq[ est

. L un intervalle, f¢((—1; +00])
Or k e N , donc /< S fA([ 1; 4-09)). \ . . , également (TVI).
Par conséquent, 'équation fi(x) = k posséde une unique solution sur [—1; +oq[, notée uy.

Conclusion : pour tout k € N*, l'équation f¢(x) = k admet une unique solution dans R notée
Uy ; et on a méme ug > —1 (et méme v, > 0).

6.b. Déterminer explicitement uj.
Par définition, uq est l'unique solution de l'équation f1(x) = 1.
Or, on sait que f1(0) = 1..
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Conclusion : uq = 0.

7. Montrer que, pour tout entier kK > 1, on a:

n(k
0<u < tnfk)
k
En déduire que la suite (ug)ren+ converge et donner sa limite.
e Soit kBN*. On a : mRéflexe !
f/\(O) =1 fk(“k) =k Pour comparer des antécédents
par une fonction strictement mo-
et notone, on compare les images
n(k) In(k) ln(k) I Cest "toujours” ainsi que l'on
fi ( ' = e + 1) exp [ k—— procéde lorsque L'on souhaite
encadrer le terme général d'une
= In(k) +k suite implicite...

Or k > 1 donc In(k) > 0. Ainsi :

[n(k
F(0) < filug) < fo (%)
Et donc, par stricte croissance de f; sur [0; +oq :
In(k
0<u < n(k)
’I\,,
In(k
Conclusion : Yk € N*, 0 < vy < ”/(( )

e On a ainsi établi :

Or, par croissance comparée : lim —— = 0.
k—+00

Conclusion : par théoréme d'encadrement, la suite (uy)gen+ converge et lim vy = 0.
- k—+00

8. 8.a. Soit kK > 1 un entier. Montrer que :
in(k)  In(ug + 1)

Uy =

k k
On sait que :
f/\(l//\) =k
Autrement dit :
(ug + T)er =k
Puisque k > 0, u; + 1 > 0 (question 7) et e““* >0, on a : = Rappel...
La formule In(ab) = n(a)+ n(b)
l”(l/k + 1) + kuy = lﬂ(k) n'est valable que st a > 0
et b > 0.. En revanche, st
[ ; ) . a<0etb <0 onaln(ab) =
D'ou, puisque k #+ 0 : tn([a]) + (b)),
L n(k) — n(ux +1)
Tk k
(n(k L 1
Conclusion : vy = n(k) - M
k k
o In(k)
8.b. En déduire que uy ~ - lorsque k tend vers +o0.
In(k
Soit k suffisamment proche de +oco. Ainsi, n(’” ) #+ 0 et d'apres la question précédente :
e o In(ug + 1)
lnk) ln(k)
k

Or, d'apres la question 7, lim u, = 0. D'ou, par composition et opérations :
k—+00

In(ur +1
im 17— ety
k—-+00 In(k)
Par conséquent :
. Uk
A =
k
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n(k
Conclusion : vy ~ M
k—+o0 /<

9. Quelle est la nature de la série Z ug?

k>1
e On sait que : .
q — *Subtil...k
e . m(k) Seule la seconde hypothése de
K o kO signe est nécessaire, puisquelle
In(k) implique la premiére : st deux
v Yke N, u, >0 ——->0. 4 suites sont équivalentes, alors
o kK = a partir d'un certain rang, elles
Ainsi itere d'équival l L. . inéral itif déduit l L. ont méme signe.
insi, par critere d'équivalence sur les séries a terme général positif, on en déduit que les séries Z Uy Meais ici, on connatt e signe de
k>1 ug en question 7.
ln(k) R
et Z T ont meme nature.
k>1
e Or:
1 n(k
vV Yk e [3;+oof, 0L Zg /E ),
v la série Z P est divergente (série de Riemann d'exposant 1, ou série harmonique).
k>1
o L . L , » L In(k) )
Ainsi, par critere de comparaison sur les séries a terme général positif, la série Z — est divergente.
k>1
n ion : L 'riZl,s'vrn. .
Conclusio a série | uy est divergente % Classique ! %
k1 Tres classique, a traiter et cor-
rectement.
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EXERCICE 2
On considére les matrices carrées d'ordre deux suivantes :
0 0\ (1 0} . (0
o U Y L S ()

On note % le sous-ensemble de M;(R) défini par :
C = {M e M,(R) | AM = MA}

PARTIE A. ETUDE DE A ET DE %.

1. Calculer A% En déduire que A est inversible et donner son inverse.

Conclusion : on trouve A? = —/,, donc A est inversible et A T= A

2. La matrice A est-il diagonalisable?
D'aprés la question précédente, le polynéme X2+ 1 est annulateur de la matrice A. Donc les valeurs propres
de A sont parmi les racines de X? 4 1.
Or X* + 1 n'a pas de racine réelle..

Conclusion : la matrice A n'a pas de valeurs propres réelles, donc n'est pas diagonalisable dans
M, (R).

3. Justifier que € est un sous-espace vectoriel de M;(R).

Soit M = ({(] b) € M3(R). Ona:

d
Me¥® & AM=MA
—c —d b —a
— =
a b d —c
{ b = —c
—
a = d
— M= (d s
c d
— M=dL+cA
Par conséquent : )
¢ = {dh+cAll(cd) e R"}

—  Vect(h, A)
Or h, A€ My(R)..

Conclusion : € est un sous-espace vectoriel de M>(R) et la famille (5, A) est génératrice de %.

AUTRE METHODE...

Bien entendu, l'énoncé attendait trés certainement une autre fagon de traiter cette question, que voici..
e Par définition, € C M3 (R), et M3(R) est un espace vectoriel ;
e La matrice nulle appartient a € (car A x 02 = 02 x A), donc € est non vide.

e Montrons que & est stable par combinaison linéaire.
Soient @, b € R et M, N € €. Montrons que aM + bN € ¢

* On a déja aM + bN € M3(R), car M, N € M3(R) et que M>(R) est un espace vectoriel.

* Puis :

A(aM + bN) = adAM + bAN
aMA + bNA
= (aM+ bN)A

J/\/I,/\/E‘ta”

Par conséquent : aM + bN € €.
% est donc stable par combinaison linéaire.

Conclusion : € est un sous-espace vectoriel de M;(R).

4. 4.a. Résoudre 'équation AM = MA d'inconnue M € M;,(R).
Détaillé en question précédente...

Conclusion : l'ensemble des solutions de l'équation AM = MA est {dhL + cA | (¢, d) € R°}.

QO L’avis du chef !
<un peu doriginalité dans la
partie B (qui est assez courte...).
Le reste est tres classique.

= Rappel...

Une matrice carrée A est in-
versible si, et seulement si, il
existe une matrice B telle que
AB = I (ou BA = [). Dans ce
cas, la matrice B est unique et
est appelée inverse de A, notée
A

— = Pour info...

Puisque X% 4 1 posséde deux
racines complexes distinctes, la
matrice A est diagonalisable

< dans M;(C)..

— © Astuce du chef !
<En regardant l'énoncé, on re-
marque qu'a la question sui-
vante, on nous demande de
résoudre l'équation AM = MA..
On peut dong, dés cette ques-
tion, expliciter € et l'écrire
comme espace vectoriel engen-
dré par une famille de matrices.
St la recherche de cet ensemble
n'avait pas été si directe (par
exemple, voir Ecricome2008E),
on procéderait comme dans le
commentaire qui suit la ques-
tion.

v Rigueur !
Il est important de mention-
ner que h,A € M>(R) pour
conclure que € est un sous-
espace vectoriel de M;(R).

Vocabulaire
L'ensemble € (qui est un EV)
est appelé commutant de A.
Clest un trés grand classique
des concours |

Petite remarque
On structure bien cette ques-
tion... 3 points, puis 2 sous-
points dans le troisieme !

En effet, 2 criteres pour appar-
tenir a € : étre dans M3(R) et
commuter avec A.

EML 2024 - Page 7/17


https://v-assets.cdnsw.com/fs/Root/fibf9-Exercices-de-vacances-ENONCES.pdf

4.b. Montrer que (/, A) est une base de €.
D'apres ce qui précede, la famille (5, A) est :
v génératrice de ¥,
v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires.

Conclusion : la famille (/, A) est une base de €.

5. Soient M et N deux matrices quelconques de €.
5.a. Montrer que le produit MN appartient a €.
e On a déja MN € M,(R).

[T Vocabulaire
e Ensuite : Le point de départ est dti &
A(MN) i ?//’%//\\/: M e % done AM — MA lc';sl.sociativité du produit matri-
— MNA J N € &, donc AN = NA
= (MN)A

Conclusion : MN € €.

5.b. Montrer que M et N commutent, c'est-a-dire que MN = NM.
D'apres la question 4.b, il existe a, b, c,d € R tels que M = al, + bA et N = c/, + dA.
Puisque L et A commutent entre elles, on en déduit que al, + bA et ch + dA commutent également
entre elles

Petite remarque

De fagon générale, toutes les
expressions polynomiales en A
commutent entre elles...

Conclusion : M et N commutent.

6. Soit M une matrice non nulle de . Montrer que M est inversible et que M~" appartient & .

“ 7b) CAinsi :
a

D'apres la question 4.b, il existe deux uniques réels a, b tels que M = al, + bA = (h

det(M) = a® + b°

Or M # 0,, donc (a, b) # (0,0) et donc a® + b* > 0.
D'oli : det(M) = 0 et donc la matrice M est inversible et :

1 a b a —b
Y - l A
a? + b? (*b 0) R A

Dot :
M=" € Vect(h, A)
Autrement dit, d'apres la question 4.b :
M ew

Conclusion : toute matrice non nulle de % est inversible et son inverse appartient a

PARTIE B. TouTE EQUATION DU SECOND DEGRE ADMET UNE SOLUTION DANS &
On fixe un polynéme unitaire du second degré a coefficients réels :
P(x) = x* + ux +v avec (u,v) € R?

On note A = u? — 4v son discriminant.
Le but de cette partie est de montrer qu'il existe une matrice M € € telle que P(M) = 0.

7. Soit M = al, + bA, avec (a, b) € R%.
7.a. Montrer : M? = (a® — b?)}, + 2abA
Ona: § ,
M ((1//7 + ZA)[A b2AL L et A commutent
; Z/’) i ZZ;Ai ;;,/7 J juestion 1
((1Z — 1)2)/1 + 2abA

7.b. En déduire :

I
o

a— b’ +ua+v

PM) =0, = { 2ab + ub

I
o

M? + uM + vl =0,
(a® — b?), + 2abA + u(al, + bA) + vhL =0
(a® — b* + ua + v)h + (2ab + b)A = 0,

@ —b 4+ua+v = 0
{ 2ab + ub 0

J question précédente

J la famille (5, A) est libre

1111
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8. Dans cette question, on montre que le systéme ci-dessus admet au moins une solution (a,b) € R? en

distinguant deux cas :

8.a. SUA >0, montrer que le systéme admet au moins une solution de la forme (a, 0).
Supposons A > 0.
En prenant b = 0, on obtient :

2 D
S — b+ + v = 0
{ . ’ v ! — (72+(/(7+\/70

2ab + ub = 0
— Pla)=0

Or A > 0, donc P possede au moins une racine. L'équation P(a) = 0 possede donc au moins une

solution...

Conclusion : st A > 0, le systeme admet au moins une solution de la forme (a, 0).

8.b. St A <0, montrer que le systéme admet au moins une solution de la forme (a, b) avec b # 0.
Supposons A > 0.
En prenant b # 0, on obtient :

a’—b'+ua+v = 0 a’—b’+ua+v = 0
2ab + ub = 0 2a+u = 0
a’—b’+ua+v = 0
— —u
G —
) ) 2
T p-L v =0
— 4 2 L
a} = >
b? = —u’+4v4
= —u
a = —
2
p o= A
PR 4 —/
{ o _ % J A < 0, donc TA >0
b — Y28
= 2
—u
g =
2

En particulier, on obtient le résultat voulu...

Conclusion : si A < 0, le systeme admet au moins une solution de la forme (a, b) avec b # 0.

9. En vous aidant de la question précédente, donner une matrice M € M;(R) telle que M? + M + L, = 05.

Avec les notations précédentes, ona v =1et v =1 Ainsi A = —3..

Conclusion : d'aprés la question précédente, on propose la matrice M définie par :

V3 1(w -3

+—5A=3
VERE

M = )
B 2 2

/

1
2

PARTIE C. UN ENDOMORPHISME BIECTIF DE M (R)
On considere l'application ¢ : M;(R) — M(R) définie par :

VM € M3(R), (M) =AMA
On note (Eq, E,, E5, E4) la base canonique de M(R) définie par :

10\ . (o1 . fooy .~ {00
SRt R R S R R

10. Montrer que ¢ est un endomorphisme de M;(R).
e Remarquons déja que, pour tout M € M;(R), (M) € M, (R).
Ainsi, ¢ est une application de M;(R) dans lui-méme.
e Montrons que ¢ est linéaire.

Soient a,b e Ret M, N € M,(R). On a:

@(aM + bN) = A(aM + bN)A
aAMA + bANA
= apM)+ be(N)

Ainsi, ¢ est une application linéaire.
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Conclusion : ¢ est un endomorphisme de M5 (R).

11. Calculer ¢ o @. En déduire que U'endomorphisme ¢ est bijectif, et donner ¢~".
e Soit M e M,(R). On a:

popM) =

On a ainsi établi :

Conclusion : ¢ o ¢ = idr, (R

Conclusion : de facon immédiate, ¢ est bijective et ¢~ ' = ¢.

Pourquoi 7 ——
%alsonnement analogue a celut

sur les matrices...

12. 12.a. Calculer @(En), ... ¢(E4), puis donner la matrice B de ¢ dans la base canonique de M;(R).

On trouve :
pE1)=—Es ; @lE2)=E5 | @lEs)=E ; @(Es) = —FE4
Dot :
0O 0 0 —1
0O 0 1 0
B=1o 10 o
-1 0 0 0

12.b. Justifier sans calcul que B est diagonalisable et Sp(B) = {—1;1}.
(On pourra remarquer que B2 = I, oli 4 est la matrice identité d'ordre 4.)

e |a matrice B est symétrique a coefficients réels.

Conclusion : d'apres le théoreme spectral, B est diagonalisable.

e Ensuite :

* Puisque ¢ 0 ¢ = ida,wr), 0N @ B’ =y
Ainsi, le polyndme X* — 1 est annulateur de B. Or :

X' =1 = (X=X +1) = (X =X+ DX>+1)

Donc les racines de X* — 1 sont —1 et 1.
Par conséquent :

Sp(B) c {—1;1}

* Montrons que —1 et 1 sont valeurs propres de B.

o Pour —1:
Ona:
1 0 0 -1
0 1T 1 0
9B+ = 9l g 11 o J)G=—CetG=0

-1 0 0 1
1 0

ARG ) (0
1 0 la famille 8 1 est libre, car seulement constituée de

-1 0

deux vecteurs non colinéaires
Puisque rg(B + ;) # 4, on en déduit que —1 est valeur propre de B.

Petite remarque

o Pour 1
. Il n'est pas probablement pas
De la méme facon, on trouve rg(B — I4) = 2 #+ 4, donc 1 est valeur propre de B. nécessa?re é)e tout de’taillepr ur

la copie pour obtenir les points.

Conclusion : Sp(B) = {—1;1}.

12.c. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de B.
Pour A € Sp(B), notons £,(B) le sous-espace propre de B associé a la valeur propre A.

EML 2024 - Page 10/17



e Pour £_4(B) :
On avait obtenu rg(B + /4) = 2. Or, d'apres le théoreme du rang :

dim (M4(R)) = dim (ker(B + Iy)) + rg(B + I1)

— A retenir...
. Pour déterminer le rang de
Dot : B + I3, on avait remarqué que
dim ( ker(B + /‘,1)) =2 G + Gy = 0. Cette relation
sur les colonnes nous fournit un
0 vecteur dans le noyau de B+ /4.
En effet, il suffit de remarquer
1

0

Ensuite, on remarque que € ker(B+14). La famille , est ainsi une

1

0

0] -1 0
Ci+Cy = (B+14) x

1 0 ’ 0 <QUE‘ 1+ Cy = (B+14) (1)

famille de £_4(B) qui est :

— Confusion d’objets ! —

On demande bien les espaces
v de cardinal 2, égal a dim (b 1(/3)). propres pour B, et pas pour
@. Il est donc important de
conclure avec le bon objet : des
0 matrices colonnes.
En revanche, si 'énoncé avait
) est une base de E W(B)~ demandé des bases des sous-
—1 espaces propres de ¢ (bien
0 que la notion d'espace propre
d'endomorphisme ne soit plus
au programme), on aurait pu
e Pour (B) : p.rocéder de la méme fagon, et
simplement conclure en reve-
On procede de la méme facon... nant aux objets sur lesquels ¢
agit, a savoir des matrices de
Ma(R).
On aurait alors obtenu :
® (I, A) est une base de E_1(¢),

est une base de £4(B). ; (Ey d— ?,(E)z + E3) est une
ase de Eq(¢p).

v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires,

Conclusion : La famille

P R R

Conclusion : La famille

o

o o -
o - = O
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EXERCICE 3

Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 1. On dispose d'une urne contenant N boules numérotées de 1 a N, et
on effectue une succession illimitée de tirages d'une boule avec remise dans l'urne. Pour tout kK € N, on note X; la
variable aléatoire indiquant le numéro de la boule obtenue au k-iéme tirage.

Pour tout entier i € [1; N], on note T; la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir i
numéros distincts, ainsi T; = k st on a obtenu i numéros distincts lors des k premiers tirages, mais seulement i — 1
numéros distincts lors des k — 1 premiers tirages.

Exemple : on suppose N = 4, si les huit premiers tirages donnent

i |1]12|3]4|5]|6]7]|8
Xi| 23331 |2]1]4

alors 1 =1, T, =2, I3=5et T, =8.

PARTIE A. SIMULATION INFORMATIQUE

1. Soit k € N*. Reconnaltre la loi de X;.
e Expérience : l'expérience consiste a choisir de maniere équiprobable une boule numérotée de 1 a N
parmi N boules possibles.

e Variable aléatoire : X; prend comme valeur le numéro de la boule tirée.

Conclusion : X; suit la lot uniforme sur [1; NJ.
1
Ainst : X(Q) = [1; N] et pour tout i € [1;N], P( —

N

X =1]) =

2. Le programme en langage Python ci-dessous définit une fonction ajout qui prend en argument une liste L
et un entier x.

def ajout(L,x):
2 if (x in L)==False:
3 L.append(x)

Expliquez succinctement comment et a quelle condition l'exécution de la commande ajout(L,x) modifie la
liste L.
e Si la liste L contient déja lentier x, alors l'exécution de ajout (L,x) ne modifie pas la liste L.
e Si la liste L ne contient pas lentier x, alors l'exécution de ajout(L,x) ajoute l'entier x a la fin de la
liste L
3. Recopier et compléter la fonction Python Simul_T ci-dessous.
Cette fonction prend en argument deux entiers N € N* et i € [1; N]. Elle a pour but de simuler la variable
aléatoire T;. Dans le script nous notons :
e L la liste sans répétition des numéros sortis lors des tirages effectués;
e k le rang du tirage en cours;
e x le résultat du tirage en cours.

1|import numpy.random as rd

2

s|def Simul_T(N,i):

4 L =[]

5 k=0

6 while

7 x=rd.randint (1 ,N+1)
8 ajout (L, x)

9 k=...

10 return (...)

La variable aléatoire 7; prend la valeur du nombre de tirages nécessaires a l'obtention de i boules différentes.
Il faut donc effectuer des tirages tant que le nombre de boules différentes obtenues est strictement inférieur
a i; puis incrémenter de 1 le compteur de tirages. On propose donc :

1|itmport numpy.random as rd

s|def Simul_T(N,i):

N
5 k=0
6 while len (L)<1i:

La encore, exercice assez clas-
sique sur le probleme du collec-
tionneur, déja tombé plusieurs
fois a l'époque de la filiere
ECE. Pas tres long, détaillé et
accessible en fin de 1A (sauf
derniére question).

Mention spéciale pour les ques-
tions Python qui se situent au
début du sujet (auparavant les
questions d'informatique arri-
vaient essentiellement en fin
d'exercices) : c'est trés bien !

Petite remarque

A lécrit, on se contente de
donner les lignes complétées
sans expliquer le raisonnement
derriére.
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7 x=rd.randint (1 ,N+1)

8 ajout (L, x)
9 k=k+1
10 return (k)

4. On suppose N = 3.

Rédiger un programme Python qui calcule et affiche la moyenne de 100 réalisations de Simul_T(3,2).

Que représente le résultat obtenu par rapport a la variable aléatoire 7,7

e On propose le programme suivant :

Petite remarque

Bien entendu, on peut sommer
les résultats d'une liste définie

115=0

2|for k in range(100):
3 S=S+Simul_T(3,2)
4|print (S/100)

en compréhension...

dantes de la variable aléatoire 7, dans le cas ou N = 3.

Le programme proposé permet d'afficher la moyenne empirique obtenue sur 100 réalisations indépen-

D'apres la loi faible des grands nombres, cette moyenne empirique fournit une valeur approchée de

l'espérance de 7, (a condition que cette espérance existe..).

PREcisioNs SuR LA LFGN...

Rappelons l'énoncé de la lot faible des grands nombres.

Soit (Xk)ken+ une suite de variables aléatoires sur (Q, A, P). Pour tout n € N¥, on note

1 Z
X,,=E;Xk.

St (Xk)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la méme
espérance m et la méme variance o? (c'est le cas si elles ont toutes la méme loi) alors :

Ve >0, HL‘LTDO]P(HX,, —m|>¢]) =0

Conséquence : pour n suffisamment grand, on peut considérer qu'une réalisation de X, fournit
une valeur approchée de m.
ci, on l'applique avec une suite de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme lot que T :

les 100 réalisations de T indépendantes.
On pourrait introduire 100 variables aléatoires indépendantes suivantes toutes la méme lot que T, mais

un tel niveau de détail n'est tres certainement pas attendu.

il faut en étre capable !

En revanche, il est fréquent que l'énoncé demande de citer précisément la loi faible des grands nombres :

PARTIE B. ETUDE DE T, DANS LE CAS D'UNE URNE CONTENANT TROIS BOULES

Dans cette partie on suppose N = 3, ainsi l'urne contient exactement trois boules numérotées 1, 2 et 3.

5. Donner l'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire 7.

1,(Q) = [2; +oc.

Conclusion :

6. Soit k > 2 un entier fixé.

6.a. Décrire l'évenement [T, = k] N [X; = 1] a laide des évenements [X; = 1] et [X; + 1] avec j € N*.

Petite remarque
L'énoncé dit "donner’. Aucune
justification n'est donc atten-
due...

6.b.

L'évenement [T, = k| N [X; = 1] est réalisé  si, et seulement si,

si, et seulement si,

on tire la boule numéro 1 au premier tirage et il faut
k tirages pour obtenir une boule différente

on tire la boule numéro 1 aux tirages 1 a kK —1 et une
des deux autres boules au k-ieme tirage

Conclusion : [T, = k]N[X; = 1] =

En déduire P([T, = k]N[X; = 1]).
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D'apres la question précédente :

P([T, = KN = 1))

k—1
[X, =11 N[Xe #+ 1] les variables aléatoires Xj, ..., Xk sont indépendants, car les
J tirages sont effectués avec remise

P
k
- |_|IP([XJ =) | < B(X#1) J équiprobabilité du choix de la boule et N =3

2
Conclusion : P([7, = k]N[X; = 1]) = o
2
6.c. Montrer que P ([T, = k]) = T,

D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([X; = 1],[X; = 2],[X; = 3]) comme systéme complet
d'évenements :

P([Tz = k]) = P([Tz =kIN[X; = 1]) + IP([TZ KIn[X = 2]) + IP([Tz =kN[X = 3]) par symétrie des roles des boules 1,2 et 3, les
= 3xP(L=kn[X =1] J probabilités sont égales
P question précédente
= 3x 3
2 3
= 3k
H . . . 2
Conclusion : T5(Q) = [2; +oo[ et, pour tout k € [2; +oo[, P([T, = k]) = =g
7. Justifier que T, admet une espérance et la calculer.
e On sait que :
T, admet une espérance s, et seulement si, la série kIP([TZ = k]) est absolument

keTL(Q)
convergente
s, et seulement si, la série Z kIP([TZ = k}) est convergente, car
k>2
il s'agit d'une série a terme général positif
e Soit N € [[2; +o0, suffisamment proche de +c0. On a :

N N
k
2

k=2 k=
N k=1
1
2 k=
k=2

k=1
Or % €] —1;1], donc la série Z k (%) est une troncature de série géométrique convergente. Par
k>2
conséquent, la série Z kP ([T, = k]) est convergente.
k>2
e On en déduit que T, admet une espérance et :

[
>~

=

5
Il

=
Il

2
3

E(72)

I
N
3
g7~
—

5
Conclusion : T, admet une espérance et E(7,) = >
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8. Déterminer la lot de la variable aléatoire £, = T, — 1.
Reconnatltre une lot usuelle, retrouver l'espérance de T, et donner sa variance.
e Puisque T,(Q) = [2; +o0f, on a Z,(Q) = N*".
Soit ensuite n € N*. On a :

]P([ZL) = I7]) = IP(“Zy -1 = 17])
- ]z [To=n+ ”) J question 6.c, licite car n € N¥, donc n + 1 € [2; +o0[
- 3n

2
On en déduit que 2, suit la loi géométrique de parametre =.
o)
3
e Par conséquent, Z, admet une espérance et E(£,) = 5
Puis :
B(T2) = 2(72 +1) J linéarité de l'espérance
= S+1
2
_ 3
2
e Ensuite, on sait que /4, admet une variance. Or T, = Z, + 1. Donc T, admet également une variance
et :
V() = V&L +1)
= V()
1-¢
JRE
3
4

PARTIE C. QUELQUES RESULTATS DANS LE CAS GENERAL

On retourne au cas général, 'urne contient N boules numérotées de 1 a N.

Pour tout i € [1; N], on note Z; la variable aléatoire définie par :

Z =1
Z =T~ T

La variable aléatoire Z; donne le nombre de tirages nécessaires, apres le T;,_4-iéme tirage, pour obtenir un numéro
distinct des { — 1 numéros déja tirés.

On admet que les variable aléatoires /, ..

sii=1
sii>2.

., Zn sont indépendantes.

DECOMPOSITION DE T;
9. Soit i € [2; N].
N—i+1
—~N
apres le tirage ayant permis dobtenir le (i — 1)-eme numéro différent, Uexpérience
s'assimile a une infinité de répétitions d'épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes dont

le succes ‘obtenir l'un des N — (i — 1) numéro qui ne sont pas déja sortis’ a pour probabilité
N —(i—1

N
e Variable aléatoire

9.a. Justifier que Z suit la loi géométrique de parametre

e Expérience :

, par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne.

. la variable aléatoire Z prend alors comme valeur le rang du premier succes.

N—i+1

Conclusion : Z suit la loi géométrique de parametre N
N

9.b. Exprimer E(Z) et V(Z) en fonction de i et N. Vérifier que ces formules restent vraies pour i = 1.

: : o o N—i+1 , :
e Puisque Z suit la loi géométrique de parametre N , Z; admet une espérance et une variance,
!
et: N
E(Z) = —
(«) N—i+1
1— N—i+1
V(Zt) - . )
( N—i+1 )’
i1
_ N
(N—i+1)2
N7
B N(i—1)
(N =i+1)?

= Rappel...

St X admet une variance,
alors pour tous réels a

et b, la variable aléatoire
aX + b admet une variance
et V(aX + b) = a*V(X).
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e Puisque Z; est constante égale a 1, elle admet une espérance et une variance, et :
E(Z)=1; V(4)=0

Les expressions obtenues dans le cas i > 2 sont donc encore valables.

N(i — 1)

Conclusion : pour tout i € [1; N], E(Z) = N—IT 1

N
Noiv1 V=

10. Soit i € [1; N]. Exprimer T; comme somme de Z;, ..., Z.

Ona: — X Attention !
On veille a séparer la somme

o

L [
puisqu'il y a deux expressions
Z ZA - ZW + Z Z/\' différentes de Z, selon que
k=1 k=2 k=Touk>2

Au passage, la relaton de

L
= i+ Z(Tk — T 1) | Chasles est bien valide, méme
— J télescopage st =1, en prenant la convention
= A+ -T Ty et Z; sont toutes deux définies sur le méme espace Z ax =0.
= T J probablisé et constantes égales a 1, donc sont égales reo

Conclusion : T; = sz'

k=1

Lol DE T3

11. 11.a. Calculer P([Z, = ¢]N[Z3 = k]) pour tous ¢ et k dans N*.
Soient ¢, k € N*. Par indépendance des variables aléatoires /, et /3, on a :
]P([ZZ =/0N[L5 = k]) = IP([ZZ = E])IP([Zg = k])

N -1 N—2
N1 ([ N1 “N—2(1 N_Z)“ JZH%(T)M“‘g(T)““6“'

N N N N
N—1 1 N=221
- N (/\/éW N Nk

B 26N =N —2) Q© L’avis du chef ! O
NE+k Quel intérét de détailler ainsi

les questions 11.a et 11.b? Il
o serait préférable de demander
25 (/\/ — 1)(/\/ — 2) directement la question 11.b
- NE+k : pour mieux tester les réflexes
des candidates et candidats.

Conclusion : pour tous ¢ et k dans N*, P([2, = ¢|n[Z5 = k)

11.b. En déduire que, pour tout entier n > 2,

]P([ZZ+Z3=n])=W ((%)—NA)

Soit n € [2;+oo[. D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([Z5 = k])k{N‘ comme systéme
complet dévenements, la série ZIP([Z_) + Z3 = n]N[Z5 = k]) est convergente et :
k>1

P(Z+7Z=n]) = iIP([ZZ + 75 =n|N[Z = k)

k=1

oo
- ;P([ZZ:”*HH%:H) JVKEN n—kE2(Q) e k<n—1

= > P(Z=n—kn[Z = k)

L RI(N = 1)(N = 2)
Z /\//7—k7k

J question précédente, licite car : Vk € [1;n —1], k>1; n—k>1

k=1
(N=NN=2) ¢,
B NP ; 27 J changement d'indice i = k — 1
_ IN=DIN=2)
n N ;2 sz
B (/\/—1)(/\/—2)1—2”*1
N v 12
_ ( /(\)/(” - )(2/17W71)
N—=1)(N -2
R R .
- (N=NTIN=2) 2\ 2
= =y
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N —1)(N =2 2\" 2
Conclusion : pour tout entier n > 2, IP([Zz + /5= n]) = % ( (N) ~ N )

11.c. Déterminer la loi de Ts.
On sait que T5(Q) = [3; +oo[. Soit ainst k € [3; +oo[.
D'apres la question 10, on sait que T35 = 7 + 2, + /5. D'oli :

P(Ts=k) = P(Z4+2+2=k)
P(2+ 2 = k1] 5
(N=1)(N-2) (2)“_2

N Nk=1

Zy est constante éqgale a 1
question précédente, licite car k > 3, donc k —1 > 2

2

Conclusion : T3(Q) = [3; +oo[

Pour tout k € [3; +oof, P([T5 = k]) =

ESPERANCE ET COVARIANCE

12. Soit i € [1; N], montrer que E(T;)

Il
. z
_‘_I\/IZ
s
x| =

L
D'apres la question 10 : T; = > Z.
k=1
Ainsi, T; admet une espérance, comme somme de variables aléatoires admettant une espérance (les Z; suivent
des lois géométriques) et :

Bl = E ZZA J linéarité de l'espérance
k=1
= ) EZ) -
P J question 9.b
_ v N
k=1 N—=k+1

L
1
- N Z N—k+1 J changement d'indice j = N — k + 1

13. Soient i et j deux entiers tels que 1 < i < j < N, montrer que
Cov(T;, Tj) = V(T)

ot Cov(T;, T;) désigne la covariance de T; et T;.
Ona:

Petite remarque

Tout ce qut suit est encore
valable st j = i, la somme étant
alors indexée sur un ensemble
vide...

/
Co(T:, T)) = Cov(ﬂ,ﬂ—&-ZZA

k=i+1

J linéarité a droite de la covariance

J
= Cov(T, T)+ ) Cov(T,,Z)
k=i+1

Or les variables aléatoires 7y, 2, ..., Z; sont mutuellement indépendantes. Ainsi, pour tout k € [i + 1;/],
[

par lemme des coalitions, les variables aléatoires ZZ,, et Z sont indépendantes. Autrement dit, pour tout

n=1
k € [i+1;/], les variables aléatoires T; et Z; sont indépendantes. D'oti :

Vk € [i+1;/], Cov(T;, Z) =0
On obtient finalement :

Cov(Ti, T) = Cov(T;, Ti)
V(T

ok kokkok FIN shede ok kkok
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