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Dans les questions faisant intervenir des instructions en langage Python, on prendra soin d'importer les bibliotheques
nécessaires lors de leur premiere utilisation.

Pour traiter les questions d'informatique, les candidats sont invités a se référer aux annexes fournies en fin de sujet.
Ils ne sont pas limités a l'utilisation des seules fonctions mentionnées dans ces annexes.

EXERCICE 1
Q L’avis du chef ! O

4 Exercice mettant en avant des
notions trés classiques : fonction
de survie (partie I), taux de
panne (partie lll). Bon exercice

X X , . , i . . . sur des variables aléatoires

La partie Il est indépendante des autres parties; les résultats de la partie | pourront intervenir dans la partie IIl. discrétes, abordable des la 1A

(sauf la partie 1V).

Pour toute variable aléatoire X a valeurs dans N*, et pour tout entier k, on pose :

Ry(k) = P([X > k))

PARTIE |

1. Soit p un réel de |0; 1[. Dans cette question uniquement, on suppose que X suit la loi géométrique de paramétre

p.
1.a. Calculer Rx(k) pour tout entier naturel k.
Soit k € N. Puisque X(Q) = N, on a:

oo
X > k= [JX=1
i=k+1
Ainsi, par incompatibilité des évenements de la famille ([X = i])/:N ,ona:
[ — D —
B(X>k) = /ZW (X =) J k € N*, donc k +1 & N* et X — Z(p)
= Zpﬂfp)[‘ T
o J changement d'indice j =i — (k + 1)
+00
= py (1—p)*
j=0
+00
= p(1—p)y (1=p)y
j=0
1
= pl—pfo—ri—s
T=(=p)
= (1-p)

Conclusion : Vk € N, Ry(k) = (1 — p)~.

Ry (k
1.b. Vérifier que : Yk € N7, W(i)” =1—p
Soit k € N*. D'apres la question précédente, licite car k,k —1 € N :

Rk  (1—p)

Re(k—=1) (1= p}k!
= 1-p
‘ Ry (k
Conclusion : Yk € N*, WQU =1—p.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans N*.
2.a. Pour tout entier naturel non nul k, exprimer IP([X = k]) a l'aide de la fonction Ry.
Soit k e N*. On a:
[X > k] =[X=k|U[X > k]|

D'ou, par incompatibilité des évenements [X = k] et [X > k] :

P([X > k]) = P([X = k]) + P([X > k)

Ainsi :
P([X = k]) P([X > k]) = P([X > k])
P([X > k—1]) = P([X > £])
= Ry(k—1) — Rx(k)

J X est a valeurs entiéres, donc [X > k] =[X > k —1]
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2.b. En déduire que X et Y suivent la méme loi si, et seulement si, pour tout entier naturel k, Rx(k) = Ry (k).

Raisonnons par double implication..

Supposons que X et Y suivent la méme lot.

On a, pour tout k € N* :
Rx(k) =

+00

= ) P(x=1i)

i=k+1
+00

= 2_P(v=i)

i=k+1

= Ry(k)

Supposons que pour tout k € N, Ry(k) =

Y(Q) sont inclus dans N*. Soit k € N*. On a, d'aprés la question

On sait déja que X(Q) et
précédente :

Il
=
<~ ==
|

Et ainst X et Y ont la méme loi.

P([X > k)

J X(Q) c N

J X et Y ont méme loi

J Y(Q) ¢ N*

Ry (k).

par hypthese, licite car k, kK —1& N
question précédente

Petite remarque
On a, pour tout k € N, Rx(k) =

Ry (k).

Conclusion : X et Y suivent la méme lot si, et seulement si, pour tout entier naturel k, Rx(k) =

1 — Fx(k), ou Fx désigne la
fonction de répartition de X. Or
on sait que Fy caractérise la loi
de X; donc Ry également...

PARTIE I

3. 3.a.

On a, pour tout n € N* :

Déterminer deux réels a et b tels que : Vn € N7, =

n a b

n+N . (n+ 1)

n oo+ 1-1
4+ (n+1)
B n+1 1
o+ (n4 1)
o 1
ool (n+ 1)
Conclusion : on pose a =1etbh=1.
On a: Vn & N, " = l L
(n+NM al (n4+ M
n <o
3.b. En déduire que la série ; e est convergente et déterminer la valeur de la somme ; e
Soit N € N". On a, d'aprgs la question précédente :
n 1 1
v TN = —
nElNL S T o T
D'ou

J linéarité de la somme

J changement d'indice k = n 4+ 1 dans la seconde somme

N \jr
IR
a n! !
n=1 k=2
. 1 . . .
Or les séries E . — sont convergentes comme troncatures de série exponentielle. Par consé-
n!

n>1 n>2

EcRICOME 2024 - Page 2/24



+00

n n
Conclusion : la série Z 7( T est convergente et Z ( L 1.
n . .
n>1 n=1

n+1)

4. Dans cette question, on considére une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que :

n

n)) = (n+1)!

4.a. Montrer que la variable aléatoire X 4+ 1 admet une espérance et calculer E(X + 1).
En déduire que X admet une espérance et calculer E(X).

¥ne N, P(X =

e * Par théoreme de transfert :
X 41 admet une espérance  si, et seulement si,
neX(Q)
si, et seulement si, la série
n>1
d'une série a terme général positif
* Soit N & N*, suffisamment proche de +o00. On a :

N N

S+ WP(X=n) = Y (n+ 1)(%1)!

n=1 n=1
N

1
B Z(nfﬂl

n=1

Ny
- ZH

k=0

J changement d'indice k =n —1

1
Or la série > a est une série exponentielle convergente.
k>0

Par conséquent, la série Z(n + 1)P([X = n]) est convergente.
n>1
x On en déduit que X + 1 admet une espérance et :

+oo

> (n+ 1P(IX = n))

o
- Z o
k=0

- e

EX+1) =

e On sait que X = X +1 —1 et que X + 1 admet une espérance; donc X admet également une
espérance (comme transformée affine d'une variable aléatoire admettant une espérance) et :

EX) = EX+1-1) S
= EX+1)-1 J linéarité de l'espérance
= e 7«]

Conclusion : X admet une espérance et E(X) =e — 1.

4.b. Montrer que la variable aléatoire (X — 1)(X 4 1) admet une espérance et calculer E((X - N(X+ 1))A
En déduire que X admet une variance et calculer V(X).

e * Par théoréeme de transfert :

(X =1)(X + 1) admet une espérance  si, et seulement si,

neX(Q)
gente
si, et seulement si, la série Z(n —N)(n+ 1)IP([X
n>1

— Petite remarque

On est face a une série a

termes positifs, convergente,

de somme égale a 1.. On

peut ainsi dire que la suite
n

(n 4+ e
lot de probabilité... Ceci justi-
fie l'introduction de la variable
aléatoire X dans la question 4.

définit une

mRéflexe !
On pense au théoréme de trans-
fert I Ici, on ne peut déduire
E(X + 1) de E(X) puisqu'il
s'agira de faire l'inverse...

lasérie > (n—1)(n+1)P([X =

la série Z (n+ 1)]P([X = /7]) est absolument convergente

(n + 1)P([X = n]) est convergente, car il s'agit

/7}) est absolument conver-

/7]) est convergente, car il

s'agit d'une série a terme général positif

* Soit N € N7, suffisamment proche de +00. On a :

N N

Y (n=Nn+NP(X=n)) = > (n="N)n+1P(X=n]
n=1 n=2

N

n
= Z(/77T)(/7+1)m

J changement d'indice k = n —2
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1
Or la série Z o est une série exponentielle convergente.
k>0
Par conséquent, la série Z(n —1)(n + W)]P({X = IlJ) est convergente.
n>1

x On en déduit que (X —1)(X + 1) admet une espérance et :

M

E(X - DX +1)) = (n—1)(n + YP(X = n])

1
k!

o

|
® ~

e Ona:
X=X +1)=X2—1

Or (X — 1)(X + 1) admet une espérance, donc X* admet également une espérance et, par linéarité

de l'espérance :
E(X?) =e+1

Ainsi, d'apres la formule de Koenig-Huygens, X admet une variance et :

VIX) = E(X’)—E(X)’
= e+1—(e—1)
= 3e—¢’
= e(3—e)

. . )
Conclusion : X admet une variance et V(X) = 3e — e”.

ParTiE 11

Soit (ak)ken+ une suite de réels strictement compris entre 0 et 1.

On étudie la durée de vie en années d'un appareil. Tout au long de l'année initiale kK = 0, on suppose que l'appareil
fonctionne. Puis, a l'issue de chaque année numéro k (k étant un entier naturel non nul), l'appareil posséde une
certaine probabilité de tomber en panne.

Plus précisément, on suppose que, pour tout entier naturel k non nul, si la machine fonctionne encore a lissue de
la (k — 1)-ieme année, alors elle cesse de fonctionner a la fin de l'année k avec la probabilité a, et elle continue a
fonctionner aprés la fin de l'année k avec probabilité 1 — o.

On note X la variable aléatoire égale a la durée de vie en années de l'appareil.

5. Justifier que, pour tout entier naturel k non nul : Ry(k) = (1 — ax)Rx(k — 1).
Soit k € N*. D'apres ['énoncé, on a :

Pisi—n([X > k]) =1 —

(en supposant que pour tout n € N7, IP([X >n— 1) +0).
Or:

P(X > k]n[X > k—1])

Pixs k-1 ([X > k]) =

Veérification
470n vérifie que V(X) > 0...

— Un peu confus...

La variable aléatoire X n'est
probablement pas définie
comme le concepteur vou-
drait. Sous cette forme, on a
X(Q) C [2;+00[... alors qu'on
voudrait X(Q) € N*.

Il faudrait par exemple dire

que l'appareil ne tombe pas en
panne au cours de la premiére
année et que X prend la valeur
k st l'appareil tombe en panne
au premier jour de l'année k+1;
puis définir les probabilités

4 conditionnelles.

Petite remarque
On a également :
Presiq) (X = k]) = .

P(X >k — 1)) J [X > k] C[X >k —1] donc [X > k|N[X >k —1]=[X > k]

B ]PUX> /\"D

O P(X>k—1])

- Rx(k)

Rx(k —1)
D'ou : Ru(k)
XK
Relk—1) |

Conclusion : pour tout entier naturel k non nul : Rx(k) = (1T — ax)Rx(k —1).

K
6. En déduire, pour tout entier naturel k non nul : Ry(k) = |_|(1 — ).
i=1

Soit kK € N*. D'aprés la question précédente :

Rx (i)

Vie [1;K], R

=1—q
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D'ou :

=

(1—a)

|_| Rx (i — 1) J télescopage

R\(A)

Rx(0
Ry (K)

P(X>0) ) X(QCN donc P(IX > 0)) =1

= Rx(k)

k
Conclusion : pour tout entier naturel k non nul : |_| 1— o).

On peut également procéder par récurrence. Détaillons-la.

e [nitialisation. Pour k = 1.
D'apres la question précédente :

Rx(1) = (1 —a1)Rx(0)
- (11__0"1”)]”[)( > 0] ) X(0) € N, donc Ry(0) = P(1X > 0]) =

['initialisation est vérifiée.

k k+1
e Hérédité. Soit k € N*. Supposons que Ry(k) = |_|(1 — q;) et montrons que Rx(k + 1) = |_|(1 — aj).
i=1 =1

D'apres la question précédente :

Ry (k + 1)

(1 — ax41)Rx(k)

k
= (1= o) |_|1fa[
k+1 =

= []0-a)

i=1

J hypohtese de récurrence

['hérédité est ainsi établie.

k
Conclusion : pour tout entier naturel k non nul : |_| 1— ).

AUTRE METHODE...

7. En déduire, pour tout entier naturel k non nul, une expression de IP([X = n]) en fonction des termes de la

suite (a;)iens- On pourra utiliser le résultat de la question 2.a.
Soit k € N*. D'apres la question 2.a :

P([X = k]) = Ru(k — 1) — Ry(K)

Distinguons deux cas :

X Attention ! ——
On veille toujours, quand on
remplace une expression a
l'aide d'un résultat précédent,
que l'on a bien le droit de le
faire.. On se rend compte ict
qu'il faut traiter le cas k = 1
séparément.

e Sitk=1:
On a ainsi : .
P([X =1]) - 5/\/(0/2\)*15)/\/(1) J X(Q) ¢ N*, donc Ry(0) = 1...
= — Rx(1) J question précédente
= 1—(1-a)
= o
e Stk>2:0Ona:
]P([X =k ) = FA‘(/\ —1)— R\/\(/‘) J question précédente, licite car k, kK —1 &€ N* puisque k > 2
= [o-a)=[]0-a)
liifw -
- (|_|<1 - m)) (1=(1 = a))
[flw
= ol |(1—a)

Conclusion : avec la convention HU — ;) = 1, on peut regrouper les deux cas...
157
k1
vk e N, P(X = k) = o[ |(1 = ).

i=1

8. Etude de deux exemples.

VN

— Petite remarque

L'énoncé aurait également pu
demander, en question précé-
dente, que la relation obtenue
était encore valable dans le cas
k = 0. Dans ce cas, il n'aurait
pas été nécessaire d'effectuer
une disjonction de cas dans la

question 7.
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v Rigueur !

. . . . L'énoncé devrait plutét mention-
8.a. Dans cette question uniquement, on suppose que la suite (ax)ren+ est constante, cest-a-dire : Yk € N*, { ner : “Cest-a-dire quil existe un

Qx = p. réel p de ]0; 1[ tel que pour tout
Reconnaitre la loi de X. keN, a =p"
D'apres la question précédente, on obtient :
Vk € N*, P([X =k]) = p(1—p)
Conclusion : si la suite (ax)ren+ est constante égale a p, alors X suit la loi géométrique de
parametre p
) . ) k
8.b. Dans cette question uniquement, on suppose que, pour tout entier naturel k non nul, oy = P
Déterminer la loi de X.
Soit k € N*. D'aprés la question 7 :
]P( X= M) = % |_|(1 —ai) J valable si k =1, d'apres la convention précdemment utilisée...
kot i
= [ 1 —
k+1 I_I ( i+1 )
ko
- k+1 I_I i+ 1 ) changement d'indice j = i+ 1
ko 2y
= ol 1y
k -1
 k+T I_‘Ij
ko1
ok +/w k!
N Petite remarque
(k 4 1)! On reconnat la loi étudiée en
partie ... C'est rassurant.

PARTIE IV

Un fabricant d'ordinateurs souhaite publier des données statistiques sur la durée de vie de ses appareils fabriqués
a partir de l'an 2000. Dans une base de données, on dispose d'une table ordinateur contenant des informations
sur tous les ordinateurs produits par le fabricant. Cette table posséde les attributs (ou colonnes) suivants.

e id (de type INTEGER) : le numéro d'identification de l'ordinateur.
e annee_fabrication (de type INTEGER) : 'année de fabrication de l'ordinateur.
e adresse_ip (de type INTEGER) : 'adresse IP associée a l'ordinateur.

e annee_panne (de type INTEGER) : l'année ou lordinateur a cessé de fonctionner, valant —1 si lordinateur
est encore en état de marche.

Dans les questions qui suivent, en plus des commandes SQL au programme, on pourra utiliser les fonctions présentées
dans 'Annexe B en fin de sujet.

9. 9.a. Ecrire une requéte SQL permettant de déterminer le nombre total d'ordinateurs produits par le fabricant.

En utilisant l'annexe fournie, on propose la requéte suivante :

SELECT COUNT (*) FROM ordinateur

9.b. Ecrire une requéte SQL permettant de déterminer le nombre dordinateurs ayant cessé de fonctionner
exactement un an apres leur production.
Par exemple :

SELECT COUNT(*) FROM ordinateur WHERE annee_panne=annee_fabrication+1

9.c. Dans cette question uniquement, on suppose que la durée de vie en années d'un ordinateur est une
variable aléatoire de loi géométrique, de parameétre p inconnu.
Expliquer de quelle maniere le résultat des requétes écrites dans les questions 9.a et 9.b peut étre
utilisé pour estimer le parameétre p.
Notons X la variable aléatoire modélisant la durée de vie d'un ordinateur.
D'apres une conséquence de la lot faible des grands nombres, la probabilité ]P({X = 17) peut étre
approchée par la fréquence des ordinateurs dont la durée de vie a été d'une seule année sur l'ensemble
des ordinateurs produits.
Or :
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e puisque X suit la loi géométrique de parametre p, on a IP( X = H) =p,

e la fréquence des ordinateurs dont la durée de vie a été d'une seule année sur l'ensemble des
nombre dordinateurs ayant une durée de vie d'une année

ordinateurs produits est égale a

- : ; le nu-
nombre d'ordinateurs produits

mérateur étant le résultat de la requéte de la question 9.b, le dénominateur celui de la requéte de

la question 9.a...

Conclusion : le quotient du résultat de la requéte de la question 9.b par celui de la requéte de
la question 9.a permet d'obtenir une valeur approchée de p.

10. Un attribut duree_vie, de type INTEGER, a été ajouté a la table ordinateur. Aux champs de lattribut

11.

duree_vie a été affectée la valeur —1.

Ecrire une requéte SQL permettant de modifier la table ordinateur en affectant, pour chaque ordinateur, sa
durée de vie a lattribut duree_vie. Dans le cas des ordinateurs qui sont encore en état de marche, on ne
modifiera pas la valeur —1 déja affectée.

Par exemple :

UPDATE ordinateur
SET duree_vie=annee_panne-annee_fabrication
WHERE annee_panne<>-1

Dans cette question, on cherche a déterminer s'il est raisonnable de représenter la durée de vie d'un ordinateur
par une variable aléatoire de loi géométrique d'un certain parametre p que l'on cherchera a approcher.

11.a. Expliquer comment le résultat de la requéte suivante permet d'obtenir une valeur approchée de p.

SELECT AVG(duree_vie) FROM ordinateur WHERE duree_vie<>-1

La requéte permet d'obtenir la moyenne empirique de la durée de vie sur les ordinateurs tombés en panne.
Or, d'apres la loi faible des grands nombres, cette moyenne empirique fournit une valeur approchée de
l'espérance de la variable aléatoire modélisant la durée de vie des ordinateurs.

En supposant que cette variable aléatoire suit la loi géométrique de parameétre p (p inconnu), on a

Conclusion :
approchée de p.

l'inverse du résultat obtenu par la requéte peut permettre d'obtenir une valeur

o

Modifications d’énoncé
Le sujet initial comportait pro-
bablement deux coquilles :

o il faisait référence a une table
ordinateurs au lieu de la
table ordinateur..

o la requéte proposée ne per-
mettait pas directement d'ob-
tenir la moyenne empirique

des durées de vie sur les or-
dinateurs tombés en panne,
puisqu'elle permettait d'obtenir
la moyenne empirique de toutes
les durées de vie, y compris
celles éqgales a -1 pour les ordi-
nateurs qui ne sont pas encore
tombés en panne (le sujet ini-
tial ne mentionnait pas WHERE
duree_vie<>-1). Bien que lon
puisse compenser ce mauvais
calcul par lajout d'autres re-
quétes, le plus pertinent est de
modifier l'énoncé, puisque celui-
ci n'attendait vraisemblablement
pas de requétes supplémen-
taires.

PRrEcisioNs sur LA LFGN...

Rappelons l'énoncé de la lot faible des grands nombres.

Soit (Xk)ken+ une suite de variables aléatoires sur (Q, A, IP).
N
Pour tout n € N*, on note X, = — ZXkA
M=
St (Xk)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la méme
espérance m et la méme variance a? (c'est le cas si elles ont toutes la méme loi) alors :
Ve >0, lim P([X,—m|>¢])=0
n—+00

Conséquence : pour n suffisamment grand, on peut considérer qu'une réalisation de X, fournit
une valeur approchée de m.

ci, on l'applique avec une suite de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme loi que X : les
N réalisations de X indépendantes représentées par les N durées de vie des ordinateurs tombés en panne.
On pourrait introduire N variables aléatoires indépendantes suivantes toutes la méme loi que X, mais un
tel niveau de détail n'est trés certainement pas attendu.

En revanche, il est fréquent que l'énoncé demande de citer précisément la loi faible des grands nombres :
il faut en étre capable!

11.b. La base de données compte au total 10000 ordinateurs. On exécute les requétes suivantes :
SELECT COUNT(*)/10000 FROM ordinateur WHERE duree_vie =1 ;
SELECT COUNT(*)/10000 FROM ordinateur WHERE duree_vie = 2 ;
SELECT COUNT(*)/10000 FROM ordinateur WHERE duree_vie = 24 ;

En utilisant les résultats de la question 8, expliquer de quelle maniére les données de la table
ordinateur peuvent étre exploitées pour déterminer s'il est raisonnable de représenter la durée de vie
d'un ordinateur par une variable aléatoire de loi géométrique.

Il semble impossible de traiter cette question. Voict les raisons :
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e On pourrait penser que les valeurs renvoyées par chacune des requétes fournit une valeur approchée
de P([X =1]), P([X = 2]), ... P([X = 24]) ; mais ce n'est pas le cas, puisqu'il n'est indiqué nulle
part que la table contient des données sur des ordinateurs tous tombés en panne. Par conséquent,
10000 n'est a priori pas le nombre d'ordinateurs pour lesquels nous avons une valeur de durée de
vie.

e ['énoncé mentionne d'utiliser les résultats de la question 8, il fait sans doute allusion a la question
8.a. On peut donc légitimement penser que c'est le fait d'obtenir un taux de panne (la suite (ax)ren+)
constant qui permettra de conclure. Deux soucis :

+ Comment obtenir le taux de panne a partir des requétes formulées?! Cela parait impossible,
essentiellement d'apres le premier point ci-dessus...
. , . oy 1= Pour info...
% Dans le cas ol le taux de panne n'est pas constant, nous ne pourrions pas conclure, puisqu'a L : )
La réciproque est vraie : les lois

la question 8.a, l'énoncé n'a fait établir qu'une implication. géométriques ont un taux de

panne constant...

Conclusion : je ne traite pas la question et n'en propose pas de modification.
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EXERCICE 2

Soit @ un réel. On considére la fonction /, définie par :

PARTIE |

1. 1.a. Montrer la relation suivante :

Soit t suffisamment proche de +00. On a :

—2at—t?
€ o 2_—2at—t?
T = te
t2 o
_ Zief(Hru)‘fu‘
_ ea’[ze (t+0a)?
2 .
_ Onl t (f+ O)ZC (t+a)?
(t+ a)?
Or:
e t+a ~ t donc
t—+o00
£
lim — =1
t—+oo (t + a)?
® puis :

* lim t4+ 0=+
t—+o00

% par croissance comparée © lim Xe X =0
X—+00

Par composition, on obtient :
lim (t 4 a)?e 9" =0

t—+00

Par produit, on obtient :

2]

2 t 2
lim e’ ———(t+ a)’e 19" =0
t—+o00 (t+ G)Z

QO L’avis du chef ! O
Des questions classiques, mais
un ensemble qui reste relative-
ment peu intéressant car un peu
trop restreint sur la quantité de
notions utiles pour un exercice
d'analyse...

2at—t*
. . . . _2qt—12
Conclusion : lim ———— =0 etainsi e " = o (

t—+00 % {—+00

~
|
—_

t

1.b. En déduire que l'intégrale J, est convergente.

. _Jat—+t2
La fonction t — e 29!

+00.

1
. . 2 2
e En pamculter,/ e 2 dt est convergente.
0

e Ensuite, ona:

a2 1
v daprés la question précédente e """ = o (l—)
t—+00 -
rat—i? 1
v VtEel oo, e >0 7 >0

o0 1
v lintégrale / pdt est une intégrale de Riemann impropre en 400 d'exposant 2 > 1, donc
1

elle est convergente.

Par critere de négligeabilité sur les intégrales a intégrande positive, on en déduit que l'intégrale

+00 )
/ e 29" dt est convergente.
1

00
. Voo at—t? ) . )
est continue sur [0; +o00|, donc l'intégrale / e """ dt n'est impropre qu'en
0

Conclusion : l'intégrale J, est convergente.

— Important !

On veille a détailler suffisam-
ment cette question.. En parti-
culier, il est important de faire
clairement apparattre la crois-
sance comparée utilisée.
Attention : @ n'est pas néces-
sairement positif, ce qui rend

le travail un peu plus pénible,
puisqu'une majoration aurait été
plus rapide dans le cas a > 0.
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2. En déduire que la fonction /, est définie sur R.
) +00 5
Soit x € R. On sait que la fonction t — e?®*~1= est continue sur [x; +-oc|, donc l'intégrale / e == g
X

n'est impropre qu'en +o0.
Or:
e pour tout t € [x; +oq],

2at—t?
e )

2ax

I‘:O

2a(x

e =0

00
’ \ . ;g g —2at—t? .
e d'apres la question précédente, l'intégrale / e *"""dt est convergente.
0

+00

2a(x

00
2 Dal 2 , ;
=1 dt est convergente, et donc / e’ =1~ d¢t également. Par conséquent :
X

Ainsi, l'intégrale /
0

la(x) existe.

Conclusion : la fonction /, est définie sur R.

3. 3.a. Justifier que

lim

X—+00

+00 )
/ e 20 dt = 0.
X

+00 +o0
2 ) 2
Soit x suffisamment proche de +o00. D'apres la question 2.a, les intégrales / e 20t et / el dt
0 X
sont convergentes et par relation de Chasles :

+00 § +00 ) X X
/ e 2at—t? dt = / e 2at—t* dt — / e 2at—t* dt
X 0 0

00
P —2at—t? )
Or l'intégrale [ e 2" dt est convergente, donc :
0

X . N +00 ) S
/ e—,)ul—f dt = / e—.)ul—[ dt
0 0
+00 N
/ e—?(/l*/"dt =0

lim

X——+00
D'ou :

[im
X——+00

+00
/ e 2at r/’dl, =0
X

lim

X—+00

Conclusion :

— & Meéthode !

e Pour démontrer qu'une fonc-
tion F définie par une intégrale
impropre est définie sur un
ensemble E, on démontre que
pour tout x € E, 'intégrale F(x)
est convergente.

e En particulier, pour démontrer
qu'une suite (u,) d'intégrales
impropres est bien définie, on
démontre que pour tout n € N,
l'intégrale u, est convergente.

5= Pour info...

Clest toujours le cas du reste
d'une intégrale convergente;
comme cest le cas du reste
d'une série convergente : si

E u, est convergente, alors

+00
lim ug = 0... |
n—+o0 Z K que ton
k=n+1
démontre de fagon analogue.

mRéflexe !
Pour comparer des intégrales,
on cherche a comparer leurs
intégrandes...

3.b. Dans cette question uniquement, on suppose que a est positif.
Montrer que, pour tout réel x :
+00
l(x) < ] e "dt
X
Soitx e R. Ona:
Vt>x, x—t<0
D'ou, puisque a > 0 :
Vt > x, 2a(x—1) <0
Et ainsi :
Vi > x, 2a(x —t) — 2 < —t?
Puis, par croissance de exp sur R :
Vi > x eZu(\'fz)fz’; < efz”
Et, par croissance de l'intégrale, licite car x < +o0o et que les deux intégrales en jeu sont convergentes,
la deuxieme étant égale a Ip(x) :
+00 +00
/ eﬁu(xfl)flzd[ < / eflzd[
+00 §
Conclusion : st @ > 0, alors pour tout x € R, /,(x) < ] e "dt.
3.c. Déduire des deux questions précédentes que, quelle que soit la valeur du réel @ : lim /,(x) =0.
X—+00

Distinguons deux cas :

e Sia<0:
On a, pour tout x € R :

oo §
/(,(X) _ CZ(/,\'/ e 2at r*dr
X
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* a < 0, donc par opération lim ax = —oo et par composition : lim e”™ =0

X—+00 X——+00

+00 )
* d'apres la question 3.a : lim / e " ldt=0.
X

X—+00

Par produit, on obtient :
lim /,(x) =0

X—+00

e Sia>0:
Pour tout x suffisamment proche de +o0, on a :

Vi > x eln(x f)—t? >0
D'oli, par croissance de l'intégrale, licite car x < +o0 :
lo(x) >0

Ainsi, d'apres la question 3.b :

+00 )
Vx €R, og/(,(x)</ e dt

+0<
Or, de la méme facon qu'en question 3.a, on démontre : lim / e "dt=0.
X—+0Q X
D'ou, par théoreme d'encadrement :

lim /,(x) =0

X—+00

Conclusion : dans tous les cas, lim /,(x) = 0.

X—+00

PARTIE I
On considere 'équation différentielle suivante, d'inconnue y : R — R dérivable :
/ —x?
Yy =2ay—e . M

Dans cette partie, on s'intéresse aux solutions de l'équation (1) qui vérifient Llim y(x) = 0.
X—+00

On considere ['équation homogéne associée a (1) :

y' = 2ay. (2)
4. Déterminer l'ensemble des solutions de l'équation homogéne (2).
L'équation différentielle (2) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1, homogéne, a coefficients constants.

1

Conclusion : l'ensemble des solutions de (2) est {x — e’ A e R}.

5. On considere la fonction F, définie sur R par
Vx €R, Fy(x) :[ e 20t gt
0

5.a. Montrer que F, est dérivable sur R et, pour tout réel x, déterminer F/(x).

t—t=

La fonction t — e ¢ est continue sur R, ainsi, d'apres le théoreme fondamental de l'analyse, la

fonction F, est " sur R (donc dérivable sur R) et, pour tout x € R

F,(X) —e 2ax—x?

a

2

X
2
ET SI ON AVAIT PAR EXEMPLE Fy(x) = / E~20=dt?)
X

On peut procéder de facon un peu différente dans cette question, cette autre méthode ayant l'avantage de
se généraliser a davantage de cas. Allons-y !

Puisque la fonction t —— e200= 4t est continue sur R, elle admet des primitives qui sont %' sur R.
Notons G lune delles.
On a ainsi :
Vx € R, Fa(x) = G(x) — G(0)
Puisque G est %" sur R, on en déduit que F, également et :

Yx € R, Folx) = G'(x) = e20x%

On pourrait toujours procéder ainsi pour la régularité et le calcul de dérivée d'une fonction définie par une
v(x)
intégrale de la forme x — f(t)dt..
u(x)

It
0

S
fa

X Attention !
est indispensable ict que a <
pour dire que lim e™ = 0.
X—+00

ta>0ousia =0, cest
ux...

v Pour s’entrainer...

Pour un niveau plus ambi-
tieux, on peut ne pas lire les
questions 5.a et 5.b et traiter
directement la question 5.c...

G
ra

X Attention !

(0) est une constante par
pport a x...
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5.b. Montrer que, pour tout réel x,
lo(x) = e*™(Jy — Fu(x)).

Soit x e R. Ona: — Petite remarque
< Bien évidemment, on peut tra-

e ) vailler en partant du membre de
la(x) = j eI gt droite. Mais il est important de

X G s'habituer a travailler un peu
- elax e—zm—zi dt plus dans la ﬂou d,an's l,e cas de
. J relation de Chasles justifiée en question 3.a questions moins détaillées (lien
) 00 , X ) avec la remarque de la question

_ eZux (/ e—Zaz—h dt — / e—zm—z*dt) précédente...).
0 0

_ QZUY(j(J*Fn(X))

Conclusion : pour tout réel x, /,(x) = e*® (J[, — F[,(X)).

5.c. En déduire que la fonction /, est dérivable sur R et quelle est solution de l'équation différentielle (1).
D'apres la question précédente :

Vx € R, Iy(x) = e (J, — Fu(x))

2ax

Or, les fonctions x —— e et f, sont dérivables sur R (question 5.a). Ainsi, la fonction /, est dérivable

sur R et pour tout x € R :
l(x) = 2ae’™(Jy— Fa(x)) — Fl(x)e’™
_ ZOGZ“X (/ﬂ o F”(X)) o eflr/xfw eZ(W
— 2ae2”*(j(, — F(,(x)) —e

2 J question précédente
= 2al,(x)—e"

J question 5.a

Conclusion : la fonction /, est dérivable sur R et solution de (1).

. Déterminer l'ensemble des solutions de (1).
L'équation (1) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants telle que :
e [‘équation homogene associée admet pour ensemble de solutions l'ensemble {x > Ae? A e R}
(question 4.),
e la fonction /, est solution particuliere de (1).

Conclusion : lensemble des solutions de (1) est {x — Ae”™ + ,(x), A € R}.

. Déterminer l'ensemble des solutions y de (1) telles que li+m y(x) = 0 dans les trois cas suivants :

7.a. a <0,
Supposons a < 0.
Notons E, l'ensemble des solutions y de (1) telles que ILT y(x) = 0. Soit y : R — R une fonction

X—

dérivable. On a :

y € {x+— 2" +I,(x), A€ R}
yek < lim y(x) =0

X—+00
¥x € R, y(x) = Ae’™ + I,(x)
lim y(x) =0 J d'aprés la question 3.c, lim Jy(x) =0

X——+00

Vx €R, y(x) = Ae? 4 I,(x)
AN ER/ lim Ae?™ =0 J puisque a < 0, on a pour tout C € R, i

m
X—+00 X—+00

& JAER/VYxER, y(x) =1’ 4 ,(x)

— dAeR/

Ce?™ =0

Conclusion : st @ > 0, alors £, = {x — A’ 4 [,(x), A e R}.

7b. sia=0,
Supposons a = 0.
Notons E, l'ensemble des solutions y de (1) telles que lim y(x) = 0. Soit y : R — R une fonction

X—+400
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dérivable. On a :

- y € {x— 2’ +,(x), A€R}
yekE, < _ B
XBT% y(x) =20 J a=0
‘ [ VxER, y(x) = A+ lo(x)
MERT Y im y(x) =0 J d'aprés la question 3.c, MT lo(x) =0
X—+00 X—+00

i Vx € R, y(x) = A+ l(x)
= 3JEeR] | lim 4=0

X—+00
Vx € R, y(x) = A+ l(x)
| A1=0
— VxeR, yx) = lx)

— dAeR/ 4

Conclusion : st a =0, alors £, = {x — /U(x)} ={l,}.

7.c. a>0.
Pour tout A € R, on a :
lim A’ =0 & A=0

X—+00

On procede donc comme a la question précédente...

Conclusion : si @ > 0, alors £, = {x — Iy (x } ={l,}

On pourra utiliser le résultat de la question 3.c.

PaArTIE Il

. . . . . 1
On consideére une variable aléatoire X de loi normale d'espérance —a et de variance —.

2
8. 8.a. Rappeler Uexpression d'une densité de X.
H H 1 —(x+a)? A
Conclusion : la fonction x — —=e """ est une densité de X.
V7
8.b. Tracer l'allure de sa courbe représentative dans le cas a = 2.
’] —
05+
T . 1
05+
9. Soit x un réel.
9.a. Exprimer P([X > x]) sous forme d'intégrale.
T e
Conclusion : P([X > x]) = —e It
ex=) 7
9.b. En déduire ,
lo(x) = Ve’ P (X > x])
On a, en démarrant du résultat de la question précédente :
) ( ) R ( )
\/;eluvfn*IP {X 2 XJ - \/7€Lr/><+u’j e~ Zv(u’(/{,
(o¢] \/E N
_ / 747\»(/ t2—2at [],df
(o¢]
- / )u\ a?—t2—2at—a? dt
(o¢]
_ / )t/[x l,

= lu(x)

= Rappel...

Une densité d'une variable

aléatoire suivant la lot A7(0; 1),
_1 (u)z

est x — 2\e )

1
e
V2ra?

Petite remarque
On attend surtout la symétrie
de la courbe par rapport a l'axe
d'équation x = —2...
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Conclusion : /,(x) = /e “‘]P([X > x]).

10. 10.a. Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

Déterminer, en fonction de a, deux réels a et B tels que aZ + B suit la méme loi que X.

Soient a, B € R. Puisque Z suit la loi normale centrée réduite, la variable aléatoire aZ + B suit

également une lot normale d'espérance E(aZ + B) et de variance V(aZ + B).
Or:

o E(a/ +pB)=aE(Z)+p =P car E(Z)=0;

o V(aZ + B) = a*V(Z) = &*, car V(Z) = 1.

. . 1 v . 1
Conclusion : on choisit @ = — et 8 = —a; la variable aléatoire —=/

V2 V2

: . . 1
lot que X, la lot normale d'espérance —a et de variance 5

a suit alors la méme

= Rappel...

Une loi normale est entiérement
déterminée par son espérance
et sa variance (qui sont ses
parametres).

StLY — A(0;1), alors aY + B
suit la lot normale A (ap +

B a’a?).

10.b. Recopier et compléter la fonction Python suivante, prenant en arguments d'entrée les réels a et x, pour

quelle renvoie une estimation de la probabilité IP([X > X])

1|import numpy as np
2|import numpy.random as rd
s|def estim_proba(a,x):

4 num=0

5 for i in range(10000):
6 /=rd .normal ()

7 X=...+7Z]...

8 if

9 num=num-1

10 return

Voici le programme complet :

1|import numpy as np
2|import numpy.random as rd
s|def estim_proba(a,x):

4 num=0

5 for © in range(10000):
6 /=rd .normal ()

7 X=—a+Z/[np.sqrt(2)
8 if X>=x:

9 num=num-1

10 return num/10000

# Rédaction
Au concours, il suffit de recopier
les lignes a compléter sans de-
voir recopier tout le programme.

11. Ecrire une fonction Python, nommée approx_I, prenant en arguments d'entrée les réels a et x et renvoyant

une valeur approchée de /,(x).
On utilise le résultat de la question 9 et le programme précédent...

Pourquoi ?

Ce programme renvoie la fré-
quence de réalisations de l'éve-
nement [X > x] sur 10000 répé-
titions. D'apres la loi faible des
grands nombres, cette fréquence
est proche de la probabilité de
'évenement [X > x|

def approx_Il(a,x):

2 p=estim_proba(a, x)
3 I=np.sqrt(np.pil)xnp.exp(2*akx+a*xx2)xp
4 return |
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EXERCICE 3

PARTIE |

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considére la matrice carrée d'ordre n dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux a 0, et dont tous les autres coefficients sont égaux a 1 :

o 1 -1
M, — 10
: 1
1 10
On note /, la matrice identité d'ordre n.
1. Etude du cas n = 3.

0o 1 1

Dans cette question, on considere la matrice M= |1 0 1
110

1.a. Justifier que la matrice M est diagonalisable.
La matrice M est symétrique a coefficients réels.

Conclusion : d'aprés le théoreme spectral, M est donc diagonalisable.

1.b. Calculer (M + 55)%, puis en déduire un polyndme annulateur de M.
e Sans difficulté, on trouve (M + )* = 3(M + k).
e Ainsi (en développant avec identité remarquable, licite car M et /5 commutent) :

M? +2M + |5 = 3M + 315

Autrement dit :
M?> —M —=2/;=0

Conclusion : le polyndme X? — X — 2 est annulateur de M.

1.c. Déterminer les valeurs propres et une base de chaque sous-espace propre de M.

e Le polyndme X? — X — 2 est annulateur de M et admet pour racines : —1 et 2.
Par conséquent : Sp(M) C {—1;2}.
Dans la suite, pour rout A € Sp(M), on notera E,(M) lespace propre de M associé a la valeur

propre A.
e Pour —1:
X
Soit X = |y | €M;3;4(R).Ona:
z
XekerM+5L) < M+hEX=0
x + y + z =0
== x + y + z =0
x + y + z =0
X = -y — z
— y = y
z = z
—1 —1
— X=y| 1 ]+2z| 0
0 1
On en déduit que —1 est valeur propre de M et :
—1 —1
E_1(M) = Vect 11,10
0 1
—1 —1
Par conséquent, la famille 1 1 0 est :
1

v génératrice de £_1(M),

v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires.

QO L’avis du chef ! O
< Exercice trés classique et trop
détaillé... C'est dommage, cela
le rend trop simple. Il permet
toutefois de tester la bonne
connaissance du cours...

Pourquoi 7 ————
Puisque ker(M + ) n'est pas
réduit au vecteur nul, il existe
un vecteur X non nul tel que
(M + )X = 0, autrement dit, il
existe un vecteur X non nul tel
que MX = —X..
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Conclusion :

de l'espace propre associé.

—1 est valeur propre de M et la famille 11,10

est une base

e Pour 2 :
Ona:
—2
rqM—25L) = rg 1
1
-2
= g 1

= 2

—2
J la famille T1.1-2
1

J G+G+G=0doncGG=-C—C

-2 1
est libre, car seulement

1
constituée de deux vecteurs non colinéaires

On en déduit que 2 est valeur propre de M et, d'apres le théoréeme du rang, on obtient :

dim ( ker(M — 2/3)) =1

1 1
Or, on remarque que | 1| & ker(M — 25). La famille 1 est ainsi une famille de E,(M)
1
qut est :
v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
v de cardinal 1, égal a dim (EZ(M)).
Conclusion : 2 est valeur propre de M et la famille 1 est une base de l'espace
propre associé.
1 1T 1
Dans les questions qui suivent, on considere la matrice P= [ =1 0 1
0 -1 1
1.d. Montrer que P est inversible et que :
] -2 1
P = 3 1 =2
1T 1 1
Remarquons que :
1T =2 1 1 1T 1 300
T 1 =2« |-1 0 1|=10 3 0
1 1 1 0o -1 1 0 0 3
Par conséquent :
1 -2 1
3 1T =2 «xP=5
; 1 1
1 1T =2 1
Conclusion : la matrice P est inversible et P~! = 3 T 1 =2
AT T 1

Dans les questions qui suivent, on pose D = P~'MP.

1.e.

Déterminer les coefficients de la matrice D.

Conclusion : apres calcul, ou par formule de changement de base (P est la matrice de passage

-1 0 O
de la base canonique vers une base de vecteurs propres), on trouve D= | 0 =1 0
0 0 2

1.£. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel k, M* = PD¥P~T.

— A retenir...

Pour déterminer le rang de

M — 215, on avait remarqué

que C1 + G + G5 = 0. Cette
relation sur les colonnes nous
fournit un vecteur dans le noyau
de M — 215. En effet, il suffit de
remarquer que Gy + G + G =

1
(M—2k) x (1

1
— & Méthode !

J'ai volontairement présenté
deux méthodes différentes pour
chacune des valeurs propres.

Ce n'est que pédagogique. Bien
évidemment, chacune des deux
méthodes s'applique dans les
deux cas et la premiere méthode
(avec la résolution de systemes
linéaires) doit étre parfaitement
maitrisée...

VN

— O Astuce du chef | O
On ne met pas en place la
méthode par l'algorithme de
Gauss... L'énoncé nous fait un
cadeau ici, prenons le !

o

— = Rappel...

Une matrice carrée A est in-
versible si, et seulement si, il
existe une matrice B telle que
4 AB = I (ou BA = I). Dans ce
cas, la matrice B est unique et
est appelée inverse de A, notée
A

— © L’avis du chef ! O —
Il est bien dommage que
'énoncé donne la matrice P,
donne également son inverse
et demande de calculer la ma-
trice D. Ces résultats sont a
connattre...
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e Initialisation. Pour k = 0.
M’ =y et PD°P™' = PP~ = PP = |5,
L'initialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit k € N. Supposons que M = PD*P~" et montrons que M**' = PD*'P~".

Ona:
M = MM 1 1 : ;
—  PDP'PDFP J D =P~ "MP donc M = PDP~" et par hypothése de récurrence
PD P

L'hérédité est ainsi établie.

v Pour s’entrainer...
Conclusion : pour tout entier naturel k, Mk = PDEPT. On peut démontrer par récur-
rence que pour tout k, il existe
deux réels ay et by tels que

1.g. Soit k un entier naturel. On admet qu'il existe deux réels ay et by tels que M5 = ayM + byhs. M* = apM + bs..

En utilisant les résultats des questions précédentes, déterminer a; et by.

=N 0 0

e Puisque D est diagonale, on a : Df = 0 (=1 0
0 0o 2
e Ainsi, d'apres la question précédente, on obtient :
1 1T 1 (=1)k 0 0 . 1T =2 1
MES = -1 0T 0 (=1 ofs(1 1 =2
0 -1 1 0 o 2¢/7\1 1 1
201 428 (=T 2k ()R 4 2k — Veérification
_ 1 (7HA—1 + ok Z(*”A + Ok (71)AA1 + Ok Plusieurs vérifications pos-
3 k+1 ok k1 4 ok - k| ok sibles :
(=N + 28 (=) 42 21" +2 ® pour k =0, on retrouve f..
(71)A—1 4 2k Z(*Hk 4 2k 4cpourk:1,on retrouve M.
- 3 M + 3 3 o M est symétrique : les puis-
sances d'une matrice symétrique
sont encore symétriques (a sa-
voir démontrer)...

Or la famille (M, ;) est libre, donc la décomposition de MK selon M et /5 est unique...

-1 k+1 2/\ 2(—1 k 2/\
Conclusion : a; = ()% et b, = %
3

AUTRE MéTHODE, PLUS ASTUCIEUSE...

=1 o0 0
e Puisque D est diagonale, on a : DX = 0 =1k o .

0 0 2
e Ensuite :
MK =aiM+ bz«  PDP' = aPDP™" + bih
= DkZOkD+bk/3
(=1 0 0 -1 0 0 1.0 0
= 0 (=) 0]=a (0 =1 0]+b(0 1 0
0 0 ok 0 0 2 0 0 1
—ak+be = (-1
= {2ok+bk =
(_1)k+1+2k
ayg = f
- 2=1)F + 2¢
be = S5

. Cas général : n est un entier naturel quelconque supérieur ou égal a 2.
On considere la matrice J, carrée d'ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1 :

11
11

I =
1

2.a. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, (J,)* = n*~"J,.
Raisonnons par récurrence...

e Initialisation. Pour k =1 :
Immédiat car n® = 1.
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2.b.

2.d.

e Hérédité. Soit k € N*. Supposons que (j”)k = pt "/,7 et montrons que (j,,)k 1= nk/,,.
Ona:

k+1 k
(/n) - (/n) jm | |
k W/Z J 1gp0twese de !G‘(LII’FE‘I\C@
= n
o " J aprés calcul, on trouve J2 = nJ,
= n j/z
L'hérédité est ainsi établie.
Conclusion : pour tout entier naturel k non nul, (/,7) =n*y

Exprimer M, en fonction de /, et J,.

Conclusion : M, = J, — 1,

En déduire, pour tout entier naturel k non nul

(M) = cedn + (1)1,

o = i k i—1 -1 k—i
K P L )
=1

Soit k € N*. En démarrant de la question précédente :

ko 0k
(V) B U[ ) J formule du bindme de Newton, licite car J, et —/, commutent
k
= 2 (Furen
t:z . .
= (o) urteny + 3 (§) e
i=1
k
k :
- _ 1)k _\k—i i
= = Z] ( [ ) (=1 ) J question 2.a, licite car i > 1
(I k
= (7/')/</” + Z ( . ) (71)/\7”]1 1]”
[

Conclusion : pour tout entier naturel k non nul, (A//,,)A =)y + (71)A/,,.

Montrer que, pour tout entier naturel k non nul,
(n _ 1)k + (_1)k+1

Cp =
n
. , P ) L, Petite remarque
ol ¢ est le‘ réel défini a la question précédente. On peut également partir du
Soit k € N*. On a: membre de droite..

c . i k i—1 71 k—i
k " (=1

i=1

i=0

k
- S 0
n J formule du binome de Newton
((

/)71 )A)

n— 1)k 4 (=1)
Conclusion : pour tout entier naturel k non nul, ¢, = %

En déduire, pour tout entier naturel k non nul, une expression des coefficients diagonaux et des coeffi-
cients non diagonaux de (M,)¥, en fonction de n et de k.
On utilise les résultats des questions 2.c et 2.d...

e Les coefficients diagonaux de (M,)* sont tous égaux & (—1)* + ¢;. Or :

(71)K —+ Ck = (*W)/\ + M

(n—Nk+(n— 1/)7(—1)k

n

e Les coefficients non diagonaux de (/\/I”)k sont tous égaux a c.
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PArTIE Il

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considére un graphe non orienté K, a n sommets numérotés de
1 a n, dans lequel chaque sommet est relié a chaque autre sommet par une aréte et n'est pas relié a lui-méme par
une aréte.

. . 1= Pour info...
3. Represeﬁter graphiquement les graphes K3, K3, Kj et Ks. 4 Ce sont nos fameux graphes
Les volct : complets : on se retrouve donc
en terrain connu !

O——® @

K K

)
2 3

4. 4.a. Déterminer la matrice d'adjacence du graphe K.
La matrice d'adjacence du graphe K|, est une matrice de M, (R) telle que :

e tous les coefficients diagonaux sont nuls (K, n'a pas de boucle),

e tous les coefficients non diagonaux sont égaux a 1 (aréte simple entre les sommets différents).

Conclusion : la matrice d'adjacence de K, est la matrice M,.

4.b. Dans le graphe K3, combien existe-t-il de chalnes (ou chemins) de longueur 4 menant du sommet numéro
1 a lui-méme?
On pourra utiliser le résultat de la question 2.e.
D'apres la question précédente, M, est la matrice d'adjacence du graphe Kj. Puis :

e d'apres le cours, ce nombre est égal au coefficient situé a l'intersection de la premiére ligne et de
la premiere colonne de la matrice (My)*;

o daprés la question 2.e, ce coefficient est égal & (—1)* + . Petite remarque ——
Or : Volontairement, je reprends le
] résultat de la question 2.d qui
était donné, pour éviter qu'une
erreur de calcul éventuelle en
= o question 2.e vienne fausser le
résultat de cette question.

=)'+ = 1+

Conclusion : il y a 271 chalnes de longueur 4 entre le sommet 1 et lui-méme dans le graphe Kj.

5. Déterminer le degré de chaque sommet du graphe Kj,.
Le graphe K, est complet, donc chaque sommet est relié aux n — 1 autres.

Conclusion : le degré de chaque sommet de K, est égal a n — 1.

n(n — 1)A Petite remarque ———
, . , 2 Ce résultat est a connaltre,
D'apres la formule d'Euler, on a : mais Lénoncé demande ici de

! le démontrer. Il n'est pas rare

E di = Z,D qu'aux écrits on retrouve des
questions de cours...

6. Montrer que le nombre total d'arétes du graphe K, est égal a

i=1

ol :
e pour tout i € [1;n], d; désigne le degré du sommet i,
e p est le nombre d'arétes de K,,.
Or, on sait d'apres la question précédente, que pour tout i € [1;n], di=n—1.
D'ou :
nin—=1)=2p

) , . nn =1
Conclusion : le nombre total d'arétes du graphe K, est égal a %

AUTRE METHODE...

On sait que :
e K|, est simple, donc toute aréte est associée a ensemble de sommets de cardinal 2 (deux sommets distincts) ;

o les sommets de K, sont deux a deux adjacents, donc tout ensemble de sommets de cardinal 2 est associé
a une aréte.

Par conséquent, il y a autant d'arétes dans K, que de sous-ensembles de [1; n] a deux éléments.
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Orilya (g) sous-ensembles de [1;n] a deux éléments...

(n="1
2

. 8 n A
Conclusion : Kj, possede arétes.

ParTIE I

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et K, le graphe défint dans la partie Il. On parcourt les sommets
du graphe K, de la facon suivante :

e [nitialement, a l'étape kK = 0, on se trouve sur le sommet numéro 1.

e A chaque étape, on change de sommet en suivant au hasard, avec équiprobabilité, l'une des arétes issues du
sommet actuel.

Pour tout entier naturel k, on note X; la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel on se trouve a la
k-ieme étape (Cest-a-dire a l'issue du k-ieme déplacement). En particulier, Xy est une variable aléatoire constante
égale a 1.

Pour tout entier naturel k, on note Vj la matrice ligne de M, ,(R) définie par :

7. Déterminer Vg et V4.
e Puisque X est constante égale a 1, on a :

Vo=(1 0 - 0)

e A linstant k = 1, le mobile peut se situer sur n'tmporte lequel des sommets de 2 a n, de facon
équiprobable. Ainsi : X < % ([2; n]). Dot :

1 1

Vi =
n—1 n—"1

8. Déterminer la matrice de transition de la chalne de Markov (Xi)ren-
e Puisque (Xi)ien est une chalne de Markov sur [1; n]], sa matrice de transition, notée A,, est une matrice [ = Rappel...
de M. (R Cette probabilité condition-
VO M, (R). 5 nelle est constante quand k
e Soit (i, j) € [1; n]*. Par définition, le coefficient (i, j) de A, est égal a IPx, ([X/\ o= /}) (constant pour varie car la chatne de Mar-

tous les k). Distinguons deux cas : kov est homogene. On peut
donc trés bien raisonner sur
* Stj=1i: Py ([Xies1 = jl) comme

Puisqu'il est impossible de rester sur le méme sommet d'un instant a l'autre, on a dans ce cas : sur P (X1 = j]) ou

Py, —y([(Xes1 = j]) = 0. Py =3 ([Xaa = j]).-
* SUj+1i:
Puisque l'on se déplace de facon équiprobable sur un des n — 1 autres sommets que le sommet i,
1
on a dans ce cas : lP,\a\,,J([XA,W = /}) = T
‘ n—

Conclusion : la matrice de transition de la chalne de Markov (Xi)ren est la matrice M,,.
n

9. 9.a. Rappeler la définition d'un état stable de la chalne de Markov (X)ren-
Soit V = (\q Voo v”) € M ,(R). La matrice V' est un état stable de la chatne de Markov
(Xk)ren dont la matrice de transition est A, lorsque : i
) Autrement dit : ———
V est un état stable de (Xi)ren
lorsque V' est stochastique et
que 'V est vecteur propre de ‘A,
o VA — ) pour la valeur propre 1.
A, = V.

e V est stochastique (pour tout i € [[1;n], Vi >0 et Z Vi=1),
i=1

9.b. Soit V' la matrice ligne de M ,(R) dont tous les coefficients sont égaux a

\/:(1 o 1)
n n n

Montrer que V est un état stable de la chalne de Markov (Xi)ren.

S| =

e |a matrice V est stochastique puisque tous les coefficients de V sont positifs et que la somme des
coefficients de V est égale a 1.
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e Ensuite, en notant A, la matrice de transition de (Xi)ren, on a, d'aprés la question 8 :

VA, = ! VM,
n—1
0 1 1
B 1 (1 . 1) 1T 0
- 1
n(n ) 1
1 1 0
1
= ( 1)(/77W n—1 an)
n(n
B ( (I 1 )
non n

Conclusion : V est un état stable de la chalne de Markov (X} )ien.

L'énoncé est tres détaillé ici puisqu'il fait travailler sur des matrices n x n. On peut toutefois imaginer
que dans un contexte plus difficile (un écrit TOP3 ou un oral HEC), 'énoncé ne guide pas et demande au
candidat de déterminer les états stables de la chalne de Markov (Xi)keN--

Soit V € My ,(R). On a:

V est stochastique
VA, =V

V' est stochastique
h'v =1V

V/ est stochastique
M,V = (n -1V
V' est stochastique
M,V = (n = 1)V

(V est état stable de (Xg)ken) <=
=
= J M, est symétrique

—

Montrons donc que n—1 est vecteur propre de M, et déterminons une base du sous-espace propre associé.

e Notons U = € M, 1(R). Remarquons que M, U = (n — 1)U. Puisque U # 0,1, on en déduit
1

que n — 1 est valeur propre de M, et que U est un vecteur propre associé.
e Quelle est la dimension de E,_1(M,)?

% Remarquons que —1 est valeur propre de M, et méme :

1 1 IR

rqM, +1,) = rq 1 L B J toutes les colonnes identiques et
: ) B non nulles
T 1 1

= 1
On en déduit que -1 est valeur propre de M, et, par théoreme du rang :
dim (E_1(Mp)) = n—1

* Or, on sait que :

> dim (Ex(Ma)) < n

AESp(Mn)
D'otli, puisque dim (E,7,1(/\/7n)) > 1 et dim (E,1(Mn)) = n — 1, par saturation, on obtient :

dim (Ep_1(Mp)) = 1

e Par conséquent, la famille (U) est une famille de E,_1(M,) qui est :

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
v de cardinal 1, égal & dim (E,_1(M,)).

On en déduit que la famille (U) est une base de £, _1(M,).

En reprenant la recherche d'états stables, on obtient :

V' est stochastique

JoeR [V =aU

V' est stochastique

V' est stochastique
M,V = (n = 1)V

Nt EIaER/\/=(a a - a)
«— JaeR/ GZO;§G=1
V=(a a - aq
— v=(1 1 ”
non n
. A . . p (11 1
Conclusion : la chalne de Markov (Xi)ken posseéde un unique état stable : { — — ... —
n on n

ET sI 'ENONCE NE DONNE PAS LA REPONSE ?

Important !
IU est important d’en avoir une
base pour avoir tous les vec-
teurs propres et donc tous les
états stables possibles...

— Pourquoi ?

On pense a cela quand la

somme de chaque ligne d'une

matrice est égale au méme

nombre : ce réel est alors va-

leur propre de la matrice et le
1

vecteur | . | en est un vecteur
1
propre associé.

Il existe un résultat assurant
l'existence d'au moins un état
stable pour toute chalne de
Markov; et un autre garantis-
sant son unicité sous certaines
conditions.

Ces deux résultats sont cepen-
dant hors programme.
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10. 10.a. Pour tout entier naturel k, rappeler sans démonstration une expression de V¢ en fonction de Vi, M,

et n, ol M, est la matrice définie en introduction de la partie .
Avec les notations précédentes, on sait que :

vk €N, Vi = VA,

1
Conclusion : V€N, Vi 4 = 71\4/\//,,.
n—

10.b. En déduire, pour tout entier naturel k :

1
Vi = G VoM
Raisonnons pas récurrence...
e Initialisation. Pour k =0 :
Immédiat...
1 ) 1

e Hérédité. Soit k € N. Supposons que V, = W \/0(/\//,7)A et montrons que Vi 4 = (

n— n

En démarrant du résultat de la question précédente :

1

- 1)k+1

Vier = $ij ) hypothise de récurrence
= i moar Vo(M,)*M,
L'hérédité est ainsi établie.
Conclusion : pour tout entier naturel k, Vy = ﬁ Vo(M,)*.

10.c. En utilisant le résultat de la question 2.e, en déduire que la suite (Xi)ren converge en lot vers une

variable aléatoire dont on reconnaitra la loi

i 1
e Soit kK € N. D'apres la question précédente, V) = W\/()(/\/I”)k.
n—
Or, d'aprés la question 7, on a :
Vo=(1 0 0)
1
Ainsi, Vi est la premiere ligne de la matrice W(Mm)k
n—
D'apres la question 2.e, on en déduit :
Ve — ("' +a a« - «
=) ko C k
e Puis, pour tout k € N :
1 (n— N 4 (n = 1)(=1F
(=) -
(/771)*(( )\ +a) n(n — 1)k
1 (—1)*
o n(n—=1)0
et:
C - (n— Nk + (=),
(n—"1k n(n — 1)
1 (71)/\—1

e Distinguons deux cas :

x Stn=2:ilny a pas convergence en lot..

(—1)!

*x Stn>2alorsn—1>1 etdonc lim ———— =0 (par théoreme d'encadrement).

k—+oo n(n — 1)k
Par conséquent :

lim V, = ! 1 o 1

k—+oo non n
Autrement dit : ;
Vie [1;n], kLLTle([Xk =) = N

Vo(M,)<T.

Coquille ——
ﬁénoncé aurait dii se placer des

le début dans le cas n > 2.

— # Rédaction

€A ce stade du sujet, on peut
se contenter d'aller plus vite
sur ces deux limites sans les
détailler. De fagon générale,
une tolérance est accordée sur
le niveau de détails en fin de
copte, surtout quand le reste a
été abordé rigoureusement...
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— Petite remarque ———

D'apres le cours, on sait que
st (Xk)keN converge, alors elle

Conclusion : la suite (Xi)ren converge en lot vers une variable aléatoire suivant la

lot uniforme sur [[1 : /7]]A converge vers un état stable.
Mais :
® (Xk) aurait pu ne pas conver-
11. Comparer et commenter les résultats des questions 9.b et 10.c. ger.

® Puisque l'on ne connait pas
tous les états stables (dans
'énoncé), il se pourrait que
(Xk)ken converge vers un autre
état stable que V' (d'aprés ce
qui a été fait en fin de question
9.b, on ait que V est le seul
état stable de la chalne de
Markov...).

Dans le cas n > 2, on retrouve la convergence de la chatne de Markov (Xi)ren vers 'état stable V.

VN
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ANNEXE A - FoNCTIONS PYTHON UTILES

OPERATIONS ARITHMETIQUES.

e |'opération //, appliquée entre deux entiers naturels non nuls, renvoie le quotient de la division euclidienne
du premier entier par le second.
Par exemple, 13//4 renvoie 3 car 13 =4 x 3 + 1.

e |'opération %, appliquée entre deux entiers naturels non nuls, renvoie le reste de la division euclidienne du
premier entier par le second.
Par exemple, 13%4 renvoie 1 car 13 =4 x 3+ 1.

LA BIBLIOTHEQUE NUMPY.

e Exemple d'importation : import numpy as np.

e lesopérations +, -, *, /, *x lorsquelles sont possibles, peuvent étre réalisées entre deux tableaux numpy
de dimensions compatibles et agissent alors coefficient par coefficient.

e |es fonctions np.sqrt (racine carrée), np.abs (valeur absolue), np.log (logarithme népérien) et np.exp
(exponentielle) s'appliquent a une quantité numérique ou a un tableau numpy de nombres. Dans ce dernier
cas, les fonctions sont appliquées a chaque élément du tableau donné en argument d'entrée.

e Une valeur approchée de la constante 7 est stockée dans la variable np.pi.

LE MODULE NUMPY.RANDOM.

e Exemple d'importation : import numpy. random as rd.

e La commande rd.normal() renvoie une réalisation aléatoire de la loi normale centrée réduite.

ANNEXE B - CommANDES SQL

La fonction COUNT(). La fonction d'agrégation COUNT() permet de connaltre le nombre d'enregistrements d'une
table, vérifiant éventuellement une certaine condition.

Nous donnons ci-dessous plusieurs exemples d'utilisation de la fonction COUNT (), en considérant une table nommée
ma_table comportant deux colonnes colonne_1 et colonne_2.

e la requéte suivante renvoie le nombre total denregistrements dans ma_table :

SELECT COUNT (*) FROM ma_table

e |a requéte suivante renvoie le nombre d'enregistrements de ma_table vérifiant la condition cond :

SELECT COUNT (*) FROM ma_table WHERE cond

e la requéte suivante renvoie le nombre d'enregistrements de ma_table pour lesquels la valeur de colonne_2
n'est pas vide :

SELECT COUNT(colonne_2) FROM ma_table

La fonction d'agrégation AVG(). La fonction AVG() permet de calculer la moyenne des valeurs d'une colonne dans
une table.
Par exemple, si on considere la table nommée table contenant les enregistrements suivants :

colonne_1 ‘ colonne_2 ‘ colonne_3 ‘ colonne_4
1 69 Lyon 4
2 31 Toulouse 8
3 54 Nancy 5
4 64 Saint-Jean-de-Luz 17
5 44 Nantes 6

alors la requéte suivante

SELECT AVG(colonne_4) FROM table WHERE colonne_1<=3

44+8+5
—

affiche la moyenne des valeurs de colonne_4 des trois premiers enregistrements : 5.6667 c'est-a-dire

1 0. 0.0.0 0 ¢ ANINE'S'S'8 8 9 8 ¢
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