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ECG 2™ ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
|| - www.jeremylegendre.fr

(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 11

CONVERGENCE DE SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

EXERCICE 1
Soit X une variable aléatoire suivant la loi .4#7(0; 1). On note ¢ sa fonction de répartition.
1
1. A laide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, démontrer : ¥x € RF, 1 — &(x) < 52

+00
2. En déduire la convergence de l'intégrale / (1 - CD(X))dX puis calculer sa valeur.
0

EXERCICE 2 - FONCTION DE REPARTITION EMPIRIQUE
Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi, de fonction de répartition notée F. Pour tout x € R
et n € N*, on note Z, . la variable aléatoire définie par :

Vw e Q, Z,,(w) = Card ({i € [1;n] | Xi(w) < x})

1
Pour tout n € N7, on définir la fonction T, par: Vx € R, T,(x) = =2,
n

1. Déterminer la lot de Z,, puis donner son espérance et sa variance.
2. Soit x € R. A laide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, démontrer : Ve > 0, lLT P(| T, — F(X)| > €)) =0.
n——+oo

EXERCICE 3
Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires admettant toutes une espérance et une variance. On suppose que lim V(X,) = 0 et qu'il existe
+00

un réel ¢ tel que lim E(X,) = ¢ v
1. Etablir : Vo € N, E ((X, — 0)) = V(X,) + (E(X, — )"
2. En déduire : Ve > 0, lLT P(IX,— ¢ >¢])=0.

n—

EXERCICE 4
On définit, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f, par :

0 six <0
Vx € R, f,(x) = 5 =n2

n°xe~ 2 stx>0

1. Montrer que pour tout n € N*, f, est une densité de probabilité.

2. Soit (X,)sen- Une suite de variables aléatoires telle que pour tout n € N*, X, admet pour densité f,. Etudier la convergence en loi de

(Xn)nEN*-
EXERCICE 5
12 n—1
Pour tout n € N*, on considére une variable aléatoire X, suivant la loi uniforme sur {f, — ,1}. Démontrer que (X,),en+ converge
n'n n
en lot vers une variable aléatoire suivant la lot uniforme sur [0; 1].
EXERcCICE 6
Soit (X,)sen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0; 1] On pose, pour tout n € N*, Y, = min(Xj, ..., X,).
Démontrer que (nY,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.
EXERCICE 7 - CuassiQue
1
Considérons une variable aléatoire X suivant la loi & (n; 5 )
- . L . 2X—=n o . .
1. On considére la variable aléatoire X* = . Donner lespérance et la variance de X™.

Vvn
2. Par quelle loi peut-on approcher la variable aléatoire X* si n est assez grand?
n+1-2N

Montrer qu'alors une valeur approchée de P((X > N]) est ¢ ( NG
n

), ot ® désigne la fonction de répartition d'une variable

aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

EXERCICE 8 - Crassique
Considérons une suite (Xi);en+ de variables aléatoires indépendantes suivant la lot Z2(5). On note @ la fonction de répartition d'une variable

k
aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On pose, pour tout k € N*, Y} = Z)Q.
i=1

1. Quelle est la lot de Y, ?
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2. Démontrer qu'il existe un unique réel a tel que ®(a) = 0,99. Etablir : @ > 0.
3. Justifier que klim P(Yy — 5k > aV5k]) =0,01.
—+00

eeco EXERCICE g
Considérons une suite (X,),en de variables aléatoires indépendantes suivant la loi Z(p), avec p €]0; 1[. On pose, pour tout n € N*, Y, = X, X, 1.

1. Soit n € N*,

1.a.
1.b.

Déterminer la loi de VY.
Calculer Cov(Yy; Yiir).

2. Justifier que st |n — p| > 2, alors Cov(Y,, Y,) = 0.

3. Démontrer : V

Zv) :ivmn > Cov(Y;, Y)).
=1 i=1

1<i<j<n

1 n
4. 0 , tout N*, Z, = — Yi.
n pose, pour tout n € = ;

4.a.
4.b.

Déterminer l'espérance et la variance de Z,.
En déduire : Ve >0, lim P(|Z, - p’| > €)= 0.

esco EXERCICE 10 - EDHEC 2012 E
Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 2. On dispose d'une piéce donnant PILE avec la probabilité p (p €]0;1]) et FACE avec la
probabilité g =1 —p.
On lance plusieurs fois, de facons indépendantes, cette piece et on arréte les lancers dans l'une des deux situations suivantes :

e soit si l'on a obtenu PILE

e soit si l'on a obtenu n fois FACE

Pour tout kK € N*, on note Py l'événement "obtenir PILE au k*™ lancer" et £y = P;.
On définit également les variables aléatoires suivantes :

e [, donnant le nombre de lancers effectués
e X, le nombre de PILE obtenus
e Y, le nombre de FACE obtenus

On admet que ces variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, IP) que l'on ne cherchera pas a préciser.

1. Ecrire un programme Python simulant l'expérience et renvoyant une réalisation de chacune des variables aléatoires 7,, X, et Y.

2. Loide T,.

2.a. Démontrer que T,(Q) = [1;n].

2.b. Pour tout k € [1; n — 1], déterminer, en distinguant le cas k = 1, la probabilité P[(T, = k]).

2.c. Déterminer ([T, = n]).

2.d. Vérifier que Z P(7, =k]) =1

k=1

2.e. Etablir que T, posséde une espérance et vérifier que E(T,) = 11 _(Z;.
3. Loi de X,.

3.a. Donner la loi de X,,.

3.b. Vérifier que E(X,) =1—q".
4. Loi de Y,.

4.a. Déterminer, pour tout k € [0; n — 1], la probabilité P([Y, = k]).

4.b. Déterminer P([Y, = n)).

4.c. Ecrire une égalité liant T, X, et Y, puis en déduire E(Y},).

5. Montrer que la suite (7,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire T dont on donnera la loi.

eeco EXERCICE 11 - EML 2016 E

PARTIE | : ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

On considere l'application f : R — R définie, pour tout t de R, par : f(t) =

e—r

1. Vérifier que la fonction f est paire.

2. Montrer que f est une densité d'une variable aléatoire réelle.

Dans toute la suite de l'exercice, on considére une variable aléatoire réelle X a densité, de densité f.

3. Déterminer la fonction de répartition de X.

4. 4.a.

+0o0o
Montrer que l'intégrale / tf(t)dt converge.
0

4.b. En utilisant l'imparité de la fonction t — tf(t), montrer que X admet une espérance et que l'on a : E(X) = 0.
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PARTIE . ETUDE D'UNE AUTRE VARIABLE ALEATOIRE
On considere l'application ¢ : R — R définie, pour tout x de R, par : ¢(x) = In(1 + &%)
5. Montrer que ¢ est une bijection de R sur un intervalle / a préciser.
6. Exprimer, pour tout ¢ de /, ¢~ '(y).
On consideére la variable aléatoire réelle Y définie par : Y = ¢(X).
7. Justifier : P([Y < 0]) = 0.
8. Déterminer la fonction de répartition de Y.

9. Reconnaltre alors la lot de Y et donner, sans calcul, son espérance et sa variance.

PARTIE Il : ETUDE D'UNE CONVERGENCE EN LOI

On considere une suite de variables aléatoires réelles (X,),en+, mutuellement indépendantes, de méme densité f, ot f a été définie dans la
partie .
On pose, pour tout n de N* : T, = max(X;, ..., X;) et U, = T, — In(n).

10. 10.a. Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition de T,.

—x\ —n
10.b. En déduire : ¥n € N*, ¥x € R, P(U, < x)) = (1 48 ) .
n
11. En déduire que la suite de variables aléatoires (U,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire réelle a densité dont on précisera

la fonction de répartition et une densité.

EXERCICE 12 - EML 2014 E

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considere une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, dans laquelle on effectue une
succession de (n + 1) tirages d'une boule avec remise et l'on note X, la variable aléatoire égale au numéro du tirage oU, pour la premiere fois,
on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéro précédent.

Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la variable X, prend ses valeurs dans [[2, n + 1].

Par exemple, st n =5 et si les tirages amenent successivement les numéros 5, 3, 2, 2, 6, 3, alors X5 = 4.

Pour tout k de [1,n + 1], on note N la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k-iéme tirage.

PARTIE | : ETUDE DU cAs n = 3
On suppose dans cette partie uniquement que n = 3.
['urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.

1. 1.a. Exprimer Uévénement [X; = 4] a l'aide d'événements faisant intervenir les variables Ny, N, N5. En déduire P([X; = 4]).
1.b. Montrer que P([X5 = 2]) = % et en déduire P([X5 = 3)).

2. Calculer lespérance de X;.

PARTIE Il : CAS GENERAL

Dans toute cette partie, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.
3. Déterminer X,(Q).
4. Pour tout k de 1, n 4+ 1], reconnaltre la lot de N et rappeler son espérance et sa variance.
5. Calculer p((X, = n+1).
— i1
6. Montrer, pour tout i de [1,n] : Py, (X, = 2)) = %
7. En déduire une expression simple de (X, = 2)).

8. Soit k € [2, n]. Justifier Uégalité d'événements suivante : [X, > k] =[Ny > N, > ... > Ny,
1 (n
En dédui P(X, > k) = -
n déduire que P([X, > kJ) vl 19

Vérifier que cette derniére égalité reste valable pour kK = 0 et pour k = 1.

n

9. Montrer que pour tout n € [[2; +oo[, E(X;,) = Z]P([Xn > k). Calculer ensuite E(X;).
k=0

k—1 (n+1)A

10. Démontrer : Yk €, [2;n + 1], P(X, = k]) = P

nk

PARTIE Il : UNE CONVERGENCE EN LOI

Dans cette partie, on s'intéresse a la suite de variables aléatoires (X,),>2.

k—1
11. Pour tout k € [[2; +oo[, on pose uy = —_
Démontrer que la suite (uy)e>2 définit une loi de probabilité. On considére alors une variable aléatoire Z dont la loi est donnée par la

suite u.
12. Démontrer que la suite (X,),>2 converge en loi vers Z.

13. Montrer que Z admet une espérance et la calculer. Comparer E(Z) et lim E(X,).

n—+o00
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esco EXERCICE 13 - EDHEC 2021 E
Toutes les variables aléatoires rencontrées dans cet exercice sont supposées définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) que l'on ne cherchera
pas a déterminer.

1.

1.a.

1.b.

. 2.a.

2.b.

2 1 .
Vérifier que la fonction f qui a tout réel x associe f(x) = » &P (7;) stx >0
0 six <0

peut étre considérée comme une densité

d'une certaine variable aléatoire Y.
On note F la fonction de répartition de Y. Déterminer f(x) selon que x > 0 ou x < 0.

2 .
Vérifier que la fonction g qui a tout réel x associe g(x) = «[ PR > 1 peut étre considérée comme une densité d'une
0 st x <1

certaine variable aléatoire X.
On note G la fonction de répartition de X. Déterminer G(x) selon que x > 1 ou x < 1.

On consideére une suite (X,),en+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes, et suivant toutes la méme lot que X.
Pour tout entier naturel n non nul, on pose M, = max(Xj, ..., X,) et on admet que M, est une variable aléatoire, définie elle aussi sur
l'espace probabilisé (Q, A, P).

3.a.

3.b.
3.c.

On note G, la fonction de répartition de M,. Exprimer G,(x) a laide de la fonction G puis en déduire explicitement G,(x) en
fonction de x.
En déduire que la variable aléatoire Y, est a densité.

M
On pose Y, = —=. Justifier que la fonction de répartition F, de Y, est donnée par :

NG

1)” . 1
- — StXx > —
¥x R, Folx) = ( nx? v

0 six < —

4. Déterminer, pour tout réel x négatif ou nul, la limite de F,(x) lorsque n tend vers +oo.
5. 5.a.

5.b.

Soit x un réel strictement positif.

Vérifier que, dés que n est supérieur strictement a la partie entiere de —,
X

Donner un équivalent de In(1 + u) lorsque u est au voisinage de O, puis en déduire, pour tout réel x strictement positif, la limite

de F,(x) lorsque n tend vers +oo.

1 n
ona: F,(x) = (wa) .

. Conclure que la suite (Y,),en+ converge en lot vers une variable aléatoire dont la loi est celle de Y.
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