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MELANGE DE DEMONSTRATIONS DE COURS ET DE QUESTIONS CLASSIQUES

Ce document regroupe quelques démonstrations de résultats qu'il est bon de travailler en vue des concours. Ces questions peuvent étre de deux
natures :

e démonstration d'un résultat de cours (indiquée par ¥),
e démonstration d'un résultat classique aux écrits ou aux oraux (indiquée par @ s'il faut savoir la faire sans indication ou par  si elle serait
guidée).
Bien évidemment, il ne faut pas apprendre ces démonstrations... Il faut les travailler, les comprendre : l'objectif étant d'étre en mesure de savoir les
refaire ou de les adapter a des situations similaires.

Un conseil pour les travailler : pour chacune, résumer les étapes essentielles de la démonstration et les noter. Il faut ensuite se souvenir de ces
étapes et étre en mesure de gérer en autonomie ce qui se situe entre deux étapes consécutives.

Cette liste est non exhaustive et ne fait que compléter le travail des méthodes et exercices classiques au programme.
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== Rappel... ————
Dans sa version matride“ev
il est indispensable que les
Soient a. b € R matrices A et B commutent pour
! ) l'utiliser.
Pour tout n € N, on a :
n
n
(a + b)" akp*
k
k=0
* 7
DEMONSTRATION : Par récurrence...
e Initialisation. Pour n =0 :
D'une part :
(a +b) 1
et d'autre part :
0
0 k 10—k 0 040
a“b”’ = a’b
> () .
k=0
= 1
L'initialisation est ainsi vérifiée.
" h i+
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que (a + b)" = (k) a*b" K et montrons que (a + b)"*! = Z ( ) akprI=k,
k=0 k=0
Ona:
n+1 _ n
(@ +b) = (ot b)(a”+ b) J par hypothése de récurrence
_ n k ,n—k
= (a+b))_ (k)a b
k=0
n n n n
_ Z k) ak =k 4 (k) gk pr1—k
k=0 k=0 ) changement d'indice i = k + 1 dans la premiére somme
n+1 n

re lation de Chasles, licite car n >0
es deux sommes sont Lndexees sur un
ensemble vide, donc nulles, st n = 0)

o~
I

Il
»l\/lz

7n+1tn717n+1
_n+1eO__ 0

() (1) ot (D)o (g) e
k-1 k n 0 J relation de Pascal
+ )

I
[~
—_— e — — — —
| =
N
P
Q-‘
SN
>
il
N
L
+
—
3 3
3 s 3 —_
Q\
i
SN
[=}
+
—
Rl
Q
(=}
SN
=
iR
+
—
- =
o~
53
>
il
i

k=0
L'hérédité est ainsi établie.
n
n
e Conclusion : par récurrence, on a ainst démontré : Yn € N, (a + b)" = (k) a* bk,
k=0

2 ¥ THEOREME DE DIVERGENCE MONOTONE EN +00

Soit (un)pen une suite de réels.
St (u,)nen est croissante et non majorée, alors (u,),en diverge vers +oo.

*
DEMONSTRATION : Supposons que (u,)yeN est croissante et non majorée. On a ainsi ©= Rappels...
® (u majorée :
Vn €N, Upi1 > up , YM e R, 3[’)0 e N/ Ung >M (Un)neN )
IMeR/[/VneEN, u, <M
Mont :
ontrons YMER. In €N, ¥ne [[ - [[ Y ® (uy)nen diverge vers 400 :
0 &NV o, ool Un 2 YM e R, 3np € N, ¥n €
Soit M € R. [no; +oo, up >M

Puisque (up)pen n'est pas majorée par M, il existe n € N tel que u, > M. Notons ng un tel entier.
La suite (up)peN étant croissante, on obtient, par récurrence immédiate :

Vn € [no; +ool, up > up,

D'ou le résultat. .
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3 ¥ MAJORATION D'UNE SUITE CROISSANTE ET CONVERGENTE

Soit (U,)pen une suite de réels.
St (up)nen est croissante et converge vers un réel ¢, alors (u,),en est majorée par .

*
[DEMONSTRATION : Supposons que (u,),eN est croissante et converge vers un réel £. Montrons que (up)seN est majorée par R I
0 = Rappel...

Raisonnons par l'absurde. Supposons alors que (u,),en N'est pas majorée par ¢; autrement dit, supposons qu'il existe n € N tel (Un)nen majorée par £ :
que up > ¢. Notons ng un tel entier.

YneN, u, ¥
La suite (up)neN étant croissante, on obtient, par récurrence immédiate :

Vn € [no; +oof, up > up,
Puis, en passant a la limite quand n — 400 sur cette inégalité, on obtient :
0> up,

D'oli la contradiction.
Par conséquent : la suite (up)peN est majorée par ¢. N

4 ¥ CRITERES DE COMPARAISON SUR LES SERIES A TERME GENERAL POSITIF

Soient (Uy)nen et (Va)nen deux suites.
VneN, 0<u,<vy,

Q1# Si , alors la série Z u, est convergente.
Z v, est convergente .
Petite remarque
VvneN 0<u,<v Ces critéres sont encore va-
. ' =Up = Vpn L, . . . ST
Q2# Si ) . alors la série Z v, est divergente. lables si les inégalités ne sont
Z u, est divergente vraies qu'a partir d'un certain
rang...
* n n
DEMONSTRATION : Notons, pour tout n € N, Uy = ) g et Vo =) v & Lidée !
k=0 k=0
v N 0< P On montre que Zun est
nelN, 0<u, <vy "
14 : . . . iorée. convergente en montrant, via
Q1# Supposons { Z o est convergente Montrons que la suite (Uy)sen est croissante et majorée le théotéme de comergence
) monotone, que (Up)sen est
e SoitneN.Ona: : convergente.
n+ n
Unpr = Un = ) ue—) ug
k=0 k=0
= Up41
>
La suite (Up)nen est donc croissante.
e Soit n € N. On sait que
Vk €N, up < v
D'oti, en sommant de 0 a n :
Uy < Vp
Mais, de fagon analogue au point précédent, la suite (V;,),eN est croissante; et elle est convergente, puisque Z Vi
+00
est convergente. Par conséquent, la suite (V,),eN est majorée par sa limite, égale a Z Vi.
k=0
Par transitivité, on obtient :
+00
U < Z Vk
k=0
La suite (Up)neN est donc majorée.
Conclusion : d'apres le théoreme de convergence monotone, la suite (U,)seN est convergente.
. L ‘idée !
Autrement dit, la série Z up est convergente. * L'idée !
On montre que Z v, est di-
. YneN, 0<un <y vergente en montrant, via le
Q2# Supposons : . . 9
Z up est divergente théoreme de comparaison sur
. ) les suites, que (V,),en est di-
e On sait que (Up)peN est croissante (comme Q1). vergente.

Ainsi, par théoreme de limite monotone, (U,),en possede une limite en +oo.
Mais Z up est divergente, la suite (Up),eN est donc également divergente.
Par conséquent :
lim U, =400
n—+o0
e Mais, comme dans Q1 :
VneN, U, <V,
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Conclusion : par théoreme de comparaison, on a llT V,, = +o0. Par conséquent, la série E vy est divergente.
n—+o00

i

Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

5 ¥ THEOREME DES SUITES ADJACENTES

*
DEMONSTRATION : Soient (tn)neN et (va)nen deux suites adjacentes telles que :
® (Up)neN est croissante
e (vp)neN est décroissante

e lim (v, —uy)=0
n—-+oQ

Puisque la suite (u,),eN est croissante, la suite (—u,)neN est décroissante. Or (v,),en est décroissante, d'oli : la suite (vy—Un)neN

est décroissante.
Mais, par hypothése, la suite (v, — u,),en converge vers 0.
Par conséquent : la suite (v, — up)penN est minorée par 0. Ainsi :
VneN, v, > u,
Or:
® (up)neN est croissante, elle est donc minorée par son premier terme;
® (vy)neN est décroissante, elle est donc majorée par son premier terme.

Par transitivité, on obtient ainst :
YneN, vp >ug ; YnEeN, u, < vy

On a donc :
® (up)peN croissante et majorée (par v),
® (Vy)neN décroissante et minorée (par up).

Par théoréme de convergence monotone, ces deux suites convergent respectivement vers des réels ¢ et ¢'.
On a aussi :

lim (vp —up) = lim v, — lim u, (licite, car les deux limites en jeu sont finies)
n—+o00 n—+00 n—+o00
= 0—v
Mais, par hypothése : lim (v, — u,) = 0. D'otr :
n—-+o0a
=0

Conclusion : les suites (un)peN et (va)neN convergent vers la méme limite.

Ona:
En L. n(n)
1 k n—+o0

6 & EQUIVALENT DE LA SERIE HARMONIQUE

* , T

DEMONSTRATION : Pour tout n € [[2; +oo[, on pose S, = Z T

k=1
Soit n € [2; +ool.

e Soit k € [1;n]. Par décroissance de la fonction inverse sur R}, donc sur [k; k + 1], on a :
P |
k+1 = x = k
Puis, par croissance de l'intégrale, licite car k < k+ 1 :

k+1 1 k+1«| k+1«|
—d —d. —d
/k k+1 Xé/k X Xé/k kX

Autrement dit :

croissante, elle serait alors
+o0

majorée par Z Vk... et on ob-
k=0

tiendrait ainsi, par théoreme

de convergence monotone, la

convergence de (Up)pen, doli

l'absurdité.

— ¢ L’idée !

Prouver la convergence de (u,)

et (v,), pour écrire lim (v, —
n—-+o0a

o

up) = lim v, —

n—+00 n
troisieme hypothese impliquera
alors qu'elles convergent vers la
méme limite.. Penser au théo-
reme de convergence monotone,
puisque (u,) et (v,) sont mono-
tones...

lim wu,. La
— 400

% Classique ! & ———
< On utilise une comparaison
série/intégrale pour déterminer
un équivalent de la suite des
sommes partielles d'une série
divergente, ou un équivalent du
reste d'une série convergente.

A retenir...
On retient la méthode mise en
place pour établir cet encadre-
ment classique !
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e On a donc:

vk € [1:n], k% <In(k +1) — In(k) <

D'ol, en sommant de 1 a n — 1, licite car n > 2, et par télescopage :

~| =

n—1 n—1

! < In(n) < 1
= k+1 7~ - s k
Or:
* Avec le changement d'indice i = k+1, on a:
n—1 1 B n 1
= k+1 P i
= S,—1
* et |
e
1 1
E - Sn -
k=1
Dot : |
Sy —1 <ln(n)<5”f;
. % De l'inégalité de gauche, on déduit :

% De l'inégalité de droite, on déduit :

e On obtient ainsi :

Et, comme n > 2, on a In(n) > 0. D'ols :

1 s, 1
Ve S S e
On a finalement établi : ] s ]
. n _
vn € [Zitool T+ T S T < )

Mais :

) 1 ) 1
m (1 + n[n(n)) =1=tm, (1 + ln(n))

Par théoreme d'encadrement, on conclut :

Et ainsi :

n
Concluslon:é % - n(n).
n—-+o00
k=1

7 ® FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL

Soient / un intervalle de R, a € / et f une fonction définie sur /.
Si f est de classe € sur /, alors :

n K X _an
Vx €I, VneN, fix)= Z %l“k)(a) +/ uf(”“)(r)dt

k=0 ' a n!

*
DEMONSTRATION : Soit x € /. Par récurrence...
e Initialisation. Pour n = 0.

Ona:
0 X n N
Z(X_/<|a)kf(k)(a)+[ O rgar = (XB;G)Of(aH/ b
2 [ , | | a

— fa)+ ] F()dt
— A+ 0]

= fla)+ 1Y)~ f(a)
= 1

L'initialisation est ainsi vérifiée.
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e Hérédité. Soit n € N.

n k X n n+1 n+1
— —t
Supposons f(x) = Z x k‘a) f(k)(a)+/ ()(T)f(”“ (t)dt et montrons f(x Z —a) k) / (Xn 1) (t)dt.
k=0 ' a ' k=0
Par hypothese de récurrence :
n
_ (x—a) (k) =0 e
flx) = g T | gt
Procédons ensuite a une intégration par parties...
(X _ t)n-H

u:tr— ———— . 1
Posons : (n + 1)1 . Les fonctions u et v sont € sur le segment [a, x] (ou [x; a]) et pour tout t & [a; x] (ou

vt (g

s = ="

\/,(t) _ f(n+%)(t)

On obtient alors :

[x; a)

fx) = Z(X_G +/ () de
k=0 .
_ Z (X —at o)+ [ =t n“ *”(t)] _ /X _Mf(”*z)(t)dt
= s o T
x— C’)k (k) (x— X)n+1 (1) (x—a)™" /X (x— ! (0+2) 4
- 1®)(q) — f f f
Z Kl @)= ") T @+ | ) ()t
n+ k X n+1
x=a)" i / x—1 (n+2
= @)+ | S—L 0+ A(1)dt
g Kl @+ | (0
'hérédité est ainsi établie.
Conclusion : si f est de classe € sur /, alors :
n Nk X
wel YneN, f=y & kl") £ (q) +[ x . 07 fos1) )¢
k=0 ) a

J PP

p.q €N [1 P(1 = x)7d Pq
,g €N, X —Xx)dx = ——M—
P 0 (p+qg+1)

8 & UNE INTEGRALE CLASSIQUE

* 1
DEMONSTRATION : Notons, pour tous p, g € N, I(p, q) = / xP(1—x)9dx.
0

e Soit (p, g) € N x N*. Commencons par une intégration par parties...

Xp+1 /
Posons: | Y X7 p+1 -Lesfonctions uetv sont %" sur le segment [0; 1] et pour tout x & [0;1]: u/ ()
vix— (1 —x)9 Vi)
Dol : !
= P(1 — x)9
Ip.gq) = /0 xP(1—x)9dx PP
p+1 1 1 p+1
- [ ~ fx)q] 7/ g1 — X7
p+1 0 o p+1
- 9 XPH(1 = %) dx
p 31
= / 1,9 -1
s ha=)
Puisque g € N*, on obtient :
+1
lp+1.q-1=2"—lp.q)

On a ainsi établi : ]
B +
V(p.q) ENXN*, lp+1.9-1)= pT/(p,q)

plq!
(p+qg+ 1)

/1(17x)qu
0

_ (1_X)q+1 1
B [_1 g+1 L

g+1

e Par récurrence, démontrons : Vp € N, Yg € N, /(p, q) =

% Initialisation. Pour p =0 :
Soit g € N.On a :

10, q)
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Et:

0Olqg! q!
O4+qg+1 (%+m
]
D'ou : 1
10, q) = ——
(0.q) T+
L'initialisation est ainsi vérifiée.
« Hérédité. Soit p € N. Supposons - 7q € N, (p, q) = — P9I Montrons : Vg € N, (p+1,q) — 2"
: p € N. Supp Vg EN. Mp.q) = 2= Vg EN Mp+1.q) = Lo

Soit ¢ € N. D'aprés le point précédent, licite car p € Net g+ 1€ N*, on a:

p+ta) = Eipq+)
p+1 plig+1)
m%p-i-q-i-Z)!
(p+T1)'q!
(p+q+2)!

J hypothése de récurrence, licite car g +1 &€ N

['hérédité est ainsi établie.

1 Ig!
. piq!
Conclusion : Vp,q € N, / xXP(1—x)9dx = ———F——.

X Attention !
On utilise le point précédent
avec ¢ + 1 au lieu de g (licite,
car g € N, donc g +1 € N*):
p+1

p+1,q9)=""—1I(p,qg+1
(p+1.q) q+1(pq+)

COMMENT RETROUVER L'EXPRESSION DE /(p, g) SI ELLE N'EST PAS DONNEE ?

Ona:

q

—1 1,g—1

p+1Wt qg—1)

q q-—-

= — 2,g—2
p-&-1p+%(p+2 q )
q 9—-—19—

= ——————|(p+3,9g—3
p+1p+2p+3(p q-3)

llp.q) =

g g—1q-2
p+ip+2p+3 p+ql(p+q'0)
g g—1qg—2 1 1
X ... X
p+1p+2p|+3 p+qgp+qg+1
q!
b+ Np+2-p+q+1)

qlp!

il
1
I(p + q,0) = POy = —
j(pq} /OX A

(p+qg+1)!

9 ¥ FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et (A;)ien une famille d'évenements.

St (Ai)ien est systéme complet d'événements, alors, pour tout B € A, la série Z IP(A;N B) est convergente
ieN
et:

P(B) = i P(A N B)
=0

*
DEMONSTRATION : Supposons que (A;)ien est un systéme complet d'événements.
Soit B€ A. Ona:

B = QnB oo
+oo ) car (Ai)ien est un sce, donc UAL =0
_ =0
B ( U AL) nB J distributivité de N sur U
i=0
400
= Jnns
=0

Les évenements de cette union sont-ils deux a deux incompatibles? Soient i, j € N tels que i # j. On a :

(AnNB)NANB) = (ANA)NB parassociativité et commutativité de N
= ONB car (Ai)ien est un sce
= o
+00
L'union U(A, N B) est donc une union d'évenements deux a deux incompatibles...
i=0

Par o-additivité de P, on obtient :

+0o
P(B)=) P(ANB)
i=0

% L’idée !
Ecrire B comme union d'éve-
nements deux a deux incompa-
tibles...

Vocabulaire

La o-additivité de P est la
propriété (incluse dans la défi-
nition de probabilité) énongant
que la probabilité d'une union
dévénements deux a deux in-
compatibles est la somme des
probabilités de ces évenements.

RECUEIL DE QUESTIONS... - Page 7/32



Q1# SiLAC B, alors P(A) < P(B)

10 ¥ PROPRIETES D'UNE PROBABILITE

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et A, B € A.

Q2# P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

(croissance de IP)

(formule de Poincaré)

*
rDEMONSTRATION :
Q1# Supposons que AC B.0On a:

aOnNnB —
(AUA) N B o

- istributivité de N sur U
ANBJUANB) J ACB donc ANB = A
AU (AN B)

Or, les événements A et AN B sont incompatibles, d'ot :

Et comme P(AN B) > 0, on a bien :

Q2# Ona:

AUB

P(B) = P(A) + P(AN B)

P(A) < P(B)
QNn(AuB)
(AUA) N (AU B)
AU (AN B)

AUA=Q

Or, les événements A et AN B sont incompatibles. D'ou :

PAUB) =PA) + P(AN B)

J ‘factorisation” de U sur N

Ensuite, d'aprés la formule des probabilités totales avec (A, A) comme systéeme complet d'évenements, on a :

Par conséquent :

On obtient finalement :

P(B)=PANB)+PANB)

P(ANB) = P(B)— P(AN B)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

414 ¥ PROBABILITE CONDITIONNELLE

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et A € A.
St IP(A) # 0, alors l'application P4 : B+—

P(AN B)
P(A)

est une probabilité sur (Q, A).

*
DEMONSTRATION : Supposons que P(A) # 0.

e Soit B € A. Puisque A est stable par intersection, on a AN B € A, ainsi IP(AN B) existe. Or P(A) # 0, donc

existe.

Par conséquent : IP4 est une application définie sur A.

e Soit Be A.

* IP4(B) est le quotient de deux réels positifs, donc :

* Ensuite, on sait que

Pa(B) 20

ANBCA

D'ol, par croissance de IP (qui est une probabilité) :

P(AN B) < P(A)

Puis, en divisant par IP(A) # 0, on obtient :

Par conséquent : P4 est a valeurs dans [0; 1].

PA(B) <1

P(AN B)
P(A)

& L'idée | ——
&crlre B comme l'union disjointe

de A et d'un autre événement.

& L'idée !
Ecrire AU B comme ['union

disjointe de A et d'un autre
évenement.

A retenir... ————
AUB =AU (AN B).. et a dé-
montrer en partant du membre
de droite si besoin.

— = Rappel...

41l faut que :

e P, soit définie sur A, a va-
leurs dans [0; 1],

o PA(Q) =1,

e si (B,),en est une

suite d'évenements deux a
deux incompatibles, alors

U Bn) Y P

n=0 n=0

Py
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e Puis:

PANQ)
Pa(QQ) =
A(Q) PA)
_ P
P
= 1
e [Enfin, considérons (B,),eN une suite d'évenements deux a deux incompatibles. On a :
+o0
. Anl B,
B n=0
U s P(A)
n=0 too ) distributivité de N sur U
Umw&ﬁ
_ n=0
P(A)
Montrons que la famille (AN B,)aen est une suite d'évenements deux a deux incompatibles. Soient i, j € N tels que i # j.
Ona:
ANB)N(ANB;)) = AN(BiNB;j) par associativité et commutativité de N
= ANg car (By)pen est une famille d'évenements deux a deux incompatibles

= o
La famille (AN B,)nen est donc une famille d'évenements deux a deux incompatibles. D'ou, en reprenant, et par o-additivité
de IP (qui est une probabilité) :
+00
> P(ANB,)

+00
Us) - =g
et P(A)
B *i"’ P(AN B,)
n=0 P(4)
+00
= ) PaB)
n=0
D'ou la o—additivité de P 4.
Conclusion : st IP(A) # 0, alors l'application IP4 est une probabilité sur (Q, A). .

12 ¥ VARIANCE D'UNE VA SUIVANT LA LOI ¥(p)

Sotent (Q, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Q, A, IP). Soit p €]0; 1].

1—
St X — ¥(p), alors X admet une variance et V(X) = ZP'
p
* o, = Rappel...
DEMONSTRATION : Supposons X — ¥(p). : SLX < %(p), alors :
. ) . 1 . o X(Q) =N’
On admet que X posséde une espérance égale & b Ensuite : eVn e N, P(X = n]) =
n—1
e Par théoréme de transfert : pI—p"
X admet un moment dordre 2 si, et seulement si, la série Z P(X = n)) est absolument convergente
nex(Q)
si, et seulement si,  la série anlP([X = n)) est convergente, car il s'agit d'une série a
n>1

terme général positif

e Soit N € N, suffisamment proche de +00. On a :

N N
> n’P(X =n) Zﬁ%mfwﬁ
n=1
= pZ:n—1 n)(1=p)"
linéarité de la somme
N N
= —p)Y_nn=1)(1=p)"?+p> n(1—p)"
n=1 n=1

Or, p €]0; 1], donc 1 — p €] —1;1[. Ainst les séries Z n(n—1)(1—p)"~2 et Z n(1—p)"~" sont des séries géométriques
n>1 n>1

convergentes.
Par conséquent, la série E nzlP([X = nJ) est convergente (comme combinaison linéaire de séries convergentes).
n>1
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e On en déduit que X admet un moment d'ordre 2 et :

+00
E(X?) > n’P(X = n))
n=1

+00

p(1—p))

n=1
2
p(1=p)

20—p) 1
Tt

p p
2—p
p?

(1—(1=p)’

+o00
nn=1)(1=p)"2+p) n(1—p""

n=1

+E(X)

e Ainsi, d'aprés la formule de Koenig-Huygens, X admet une variance et :

Conclusion : X admet une variance et V(X) =

V(X)

1-p
p?

E(X?) — (E(X))°
2—p 1
2 2
1p—p P
pZ

13 ¥ STABILITE DES LoIS DE Poisson

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé, A,y € R} ainsi que X, Y deux variables aléatoires sur (Q, A, P).
St X et Y sont indépendantes telles que X — Z(A) et Y — P(u); alors : X + Y — P(A+ p).

*
DEMONSTRATION :

o Puisque X — Z(A) et Y — P(u), on a:

X(Q) =NetY

Par conséquent : (X + Y)(Q) C N.

e Soit n € N. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k])

P(X + Y = n)

iolp([mr Y = n]n[x = k)
k=0

+0o0
Y P(Y =n—kN[X = k)
k=0

+oo
Y P(Y =n—k)P(X = k]
k=0

n n—k

e Pour finir, montrons que (X + Y)(Q) = N.

Déja établie.

Soit n € N. D'apres ce qui précede :

Ainsi :
Par conséquent :

Et donc :

P(X+VY =

(Q) = N.

keN

indépendance de X et Y
VkeN:n—keVYQ) < k<n

Donc : Vk € [n+1;,+oo[, P(Y =n—k])=0.
Vk €N, k€ X(Q)

J
J

J formule du bindéme de Newton

1
n)) = e )

P(X+Y =n)#0

X

n

D'ou Uinclusion recherchée.

Conclusion : (X + Y)(Q) = N et pour tout n € N, P(X + Y =n]) =e”

Ainsi : X 4+ Y — P(A+ p).

+Y=nl+0o
e X+ Y)Q)

(A+p) (A4n)"
nl

comme systéme complet d'événements, on a :

A loral, on dit 'variance égale
moment d'ordre 2 moins carré
de l'espérance”.

On ne peut pas conclure sur
l'égalité pour l'instant... En effet,
on sait qu'il existe au moins une
issue réalisant [X = 0], et au
moins une réalisant [Y = 0]..
Mais rien ne dit qu'il y a bien
au moins une issue commune a
ces deux événements.

— X Attention ! ———
On veut remplacer P((X = k) et
P(Y = n— k..

Et st Z — 22()), alors, pour
tout z e R :

o

size N
stz¢ N
De fagon générale, quand on
veut remplacer une probabilité

P([Z = z]), on regarde toujours
si ze Z(Q) ou non !

— Petite remarque

Voici comment on justifie rapi-
dement l'autre inclusion une fois
les probabilités connues. Son
caractére simple et indépendant
du contexte justifie que cette
étape n'est, en pratique, pas in-
dispensable...

— X Attention ! ———

4 0n sait queA = @ = P(A) =

0, et donc sa contraposée :
PA+0—= A+ 0.

Les réciproques sont fausses
(penser aux évenements quasi-
impossibles).
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14 ® MiNiMUM DE VA |

NDEPENDANTES SUIVANT UNE LOI GEOMETRIQUE

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soient p €]0; 1], g = 1 — p ainsi que X et Y deux variables aléatoires
sur (Q, A, P). On pose M = min(X, Y) et on admet que M est une variable aléatoire sur (Q2, A, P).

St X et Y sont indépendantes et que : X — ¥(p) et Y — ¥(p); alors la variable aléatoire M suit la lot
géométrique de paramétre 1 — g°.

*
DEMONSTRATION :

e Puisque X et Y suivent des lois géométriques, on a : X(Q) = N* et Y(Q) = N*. Par conséquent : M(Q) C N*.

e SoitneN.Ona:
Ainst :

P(M >

Or X(Q) = N*, donc :

Ainsi, par incompatibilité des éve

P(X > n

M >n]=[X>n|N[Y > n]

n) = ]P([X >nln[y > n]) indépendance de X e
= ]P([X > n])IP(Z[Y > n]) 5 XdetpY Suiventdla)rfwér:weyloi
(]P([X > n]))
+00
x> U =4
k=n+1

nements de la famille ([X = k])keN*' la série Z P(X = k]) est convergente et :
k>n+1

)

J changement d'indice i = k — (n + 1)

Jr=1-q

On obtient ainsi : P(M > n))

e Soit ensuite n € N*.
* Ona:

Or, les événements [M =

* Et ainsi :
P(M=n)

e Pour finir, montrons que M(Q) =

Déja établie.

M >n]=[M=n]UM > n]

n] et [M > n| sont incompatibles, d'ots :

P(M > n) = P(M = n]) + P(M > n)

P(M > n)) — P(M > n))
P(M > n—1) =P(M > n])

J M est a valeurs entieres
J résultat encadré, licite car n —1,n € N (n € N¥)

2n—=2 _ _2n
q2n72(1 _ qZ) 1
n—
(1=0=)""(1-¢%
N*.

Soit n € N*. D'apreés ce qui précede :

Ainst :
Par conséquent :
Et donc :

D'ou Uinclusion recherchée.

P(M=n) = (1-(1 ?)

o "
P(M=n])+0
M=n]+2

n e MQ)

Conclusion : M(Q) = N* et pour tout n € N*, P(M =n)) = (1 — (1 — qz))"_1(1 )

Ainst : M — ¢4(1 — qz).

On ne peut pas encore dire que
N* Cc M(Q)...

% L’idée !
On travaille sur [M > n),
facile a interpréter... Lobjectif
étant d'obtenir P(M = n)), il
faudra un lien entre [M = n] et
M > n].

X Attention !

P(M=n) 0= [M=n+2

L'implication réciproque est
fausse |
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15 ¥ SoMME DE VA INDEPENDANTES DE LOI DE BERNOULLI

Soient (Q, A, P) un espace probabilisé, p €]0;1[ et (Xi)ken+ une suite de variables aléatoires sur (QQ, A, P).
St (Xi)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes telles que : Yk € N*, X, — Z(p); alors :

Vn e N, ZXk — B(n; p)

k=1

n

*
DEMONSTRATION : Donnons deux démonstrations de ce résultat. Pour tout n € N*, notons S, = ZXk.
k=1
1. Démonstration 1.
e Soit n € N*. On sait que pour tout k € [1;n], Xk(Q) = {0; 1}, donc S,(Q) C [0; n]. { Petite remarque

On pense a une récurrence

e Démontrons par récurrence : X
puisque Spy1 = Sp + Xnii...

¥n € N*, Yk € [0;n], P(S, = k) = (Z)pm —p)k

* Initialisation. Pour n =1 :
Ona Sy = X;. Dol :

=
%
I
k=)
I
|
]

et:

L'initialisation est ainsi vérifiée.
* Hérédité. Soit n € N*.

Supposons Yk € [0;n], P(S, = k]) = (Z) Pk —p)ynk
n+1

k
Soit k € [[0; n + 1]. Remarquons que S,+1 = S, 4+ X,41. On a alors :

et montrons 'Vk € [0;n + 1], P(Sp+1 = k) = ( )pk(1 — p)rik

P(Sht1=k) = P(S,+ Xo41 = k) formule des probabilités totales avec
lPé[Sn + Xnp1 = kN [Xp1 = O]) +P([Sh + Xpi1 = kN [Xpi1 = 'I]) ) (Xn41 = OL[Xp41 = 1]) comme sce

P([Sp = k]N[Xp1 =0]) + P([Sp = k = 1]N[Xppq = 1]

P(S, = KP(X, 1 = 0) + P(S, = k — 1)P(Xps1 =1

(1= p)P(Sp = k) + pP((Sp = k = 1]

X Attention !
Distinguons maintenant trois cas : &([5,7 =i)=0sii¢[0;n].

i)

X1, ..., Xp41 sont indépendantes donc, par lemme
des coalitions, S, et X1 sont indépendantes

o Stk=0:
Dans ce cas, P((S, = k= 1) = P(S, = —1)) =0, car S5,(Q) C [0; n].
Et alors :
IP([S”H - 0]) = (- p)]P([Sn - 0]) J par hypothése de récurrence
= (1-p) (g)p% —p)’
S e IR
o Stk=n+1:
Dans ce cas, P((S, = k)) = P(S, = n+ 1)) =0, car S,(Q) C [0; n].
Et alors :
P(Sne1=n+1) = pP(Sy=n]

) hypothése de récurrence

I
©
—

My ng  \0
N ) p"(1—=p)
_ (n +1 ) pn-H (1 _ p)n+1—(n+1)

n+1
o Stk e[1n]
On obtient :
P(Sor1=k) = (1=p/P(Sy = k) + pP(Sn = k = 1) J hypotheése de récurrence, avec k, k — 1 € [0;n]
_ _ M\ kg n—k n k=14 _ yn—(k=1)
(1=p) k)p (1=p) +P(k71)P (1=p)
_ n n kiq _ oyndl—k
B (k) + (k — 'I) ) Pr=rp) J triangle de Pascal
n+1

k n+1—k
= 1—
L P (1-=p)

Dans les trois cas, on a bien établi :

P(Sni1 = k) = ( . 1)pkm —p)

STV

* Conclusion : Vn € N, Vk € [0;n], P(S, = k) = (Z)pkﬁ —p) k.
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e D'apres le point précédent, on a également :
Vn e N*, Yk € [0;n], P(S, =k))#+0
Dot :
Vne N*, Vk € [0;n], [Sh =k]+ @
Et ainsi :
Vn € N*, [0;n] C S,(Q)
Conclusion : pour tout n € N*, S, — ZB(n; p).
2. Démonstration 2.
e Soit n € N*.
% On sait que pour tout k € [1; n], Xk(Q) = {0;1}, donc S,(Q) C [0; n].
% Soit k € [0; n].

[Sh = k] est réalisé  si, et seulement si,  la somme des réalisations des variables aléatoires
X1,.... X, est égale a k
si, et seulement si,  k des n variables aléatoires Xj, ..., X, prennent 1
comme valeur, les autres prennent 0

al

L'évenement [S, = k]| est alors constitué de (n
n
rition, égale a la probabilité P ﬂ (Xi = 0]) )

k
k
(X =1]
i=1 i=k+1

Or, par indépendance des variables aléatoires X1, X5, ..., X, on a :

o) ]

i=k+1

P

s

k
i=

pk“ )nfk

p

Par conséquent :

e D'aprés le point précédent, on a également :
Vn e N*, Vk € [0;n], P(S, =k)+0
Dot :
Vne N*, Vk e [0;n], [Sh =k]+ @
Et ainsi :
Vn € N*, [0;n] C S,(Q)
Conclusion : pour tout n € N*, S, < ZB(n; p).

) issues différentes ayant toutes la méme probabilité d'appa-

1IP([X[1])) x ([|_| IP([XlOD) JV‘E“”]]' X, — B(p)

16 ¥ APPROXIMATION DE LA LOI BINOMIALE PAR LA Lol DE PoissoN

Soient (Q, A, P) un espace probabilisé, (p,),en une suite de réels de lintervalle |0; 1], A € R} et (X)nent
une suite de variables aléatoires sur (Q, A, P).
Si:Vn e N*, X, — B(n;p,) et liT np, = A; alors : la suite (X,),en+ converge en lot vers une variable

aléatoire suivant la lot de Poisson de parametre A. Autrement dit :

. MY kg -k | _ —A&
VkeN, HL‘TOO((k)P"“ pa) )_e Kl
FDEMONSTRATION - Soit k € N. On a, pour n € [[k; oo :
n\ ke n—k n! k4 _ n—k
(k)pn(1 pn) = 7k!(n_k)!pn(1 pn)

_onx=N)xox(n—k+T)n -k
= Ki(n — k)1 Pu(1—pn)

X — 1) x ... x —k+1 e
e L

g (L T B Wt}
—_ k1— nnfk
o Pn(1 = pn) Jpidt

) (2] e

J Vie [1;n], Xi(Q)={0;1}

= Rappel...

St a et b sont des entiers
tels que a < b, alors :
Card([a;b]) =b—a+1

Petite remarque

n est destiné a tendre vers +oo,
donc il n'est pas dérangeant de
le prendre supérieur ou éqgal a
k.

— Pourquoi ?
On factorise chaque facteur par
n.Etden—k+1anilya
k facteurs (car Card([n — k +
1,0]) =n—(n—k+1)+1=k).
On peut aussi dire que chaque
facteur est équivalent a n...
Mais ca ne dispense pas de les

compter |
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e Par opération :

e Par opération :

e[ 0-2) (4520

A
e De plus, puisque lim np, =Aona:p, ~ —. Ainst lim p, =0 et donc:
n—+o00 n—+oo N n—+o00

% par opération :
lim (1—py)k =1

n—+00

(1=pn)" =

REFLEXE !

exp (n In(1— pn))

Puisque lim —p, = 0 on a (équivalent usuel) :
n—+o0

(1 —pn) ~
Dot :
nln(1T—pn) 0 loe T Pn
Par conséquent :
lim nln(1—py) =—4A
n—+o0

D'oty, par composition de limites :

lim exp(nn(1 —pp)) = e’
+0o0

n—

Par produit, on obtient finalement :
- A Y
im ( (k)pm p) ) — e

17 ® AUTOUR DES VA INDICATRICES

Soit (Q, A, IP) un espace probabilisé. Pour tout A € A, on note 1, la variable aléatoire définie par :

1T stweA

Vw e Q Lafw) = { 0  sinon

Q1# 14 suit la lot certaine égale a 0

Q2# 1, suit la loi certaine égale a 1

Q3# Pourtout Ac A:si A+ @ et A+ Q, alors 14 — AB(P(A))

Q4# Pourtout Ac A:17;=1-1,4

Q5# Pourtous A BE A :1y5=14 x 1p

Q6# Pourtous ABe A:1yg=11+15— 15
FDEMONSTRATION :

Q1# Par définition, on a : Vw € Q, 1g(w) = 0. D'oli le résultat.
Q2# Par définition, on a : Vw € Q, 1g(w) = 1. Dot le résultat.
Q3# Soit A € A. Supposons que A+ @ et A+ Q.

e Montrons que 14(Q) = {0;1}.

Par définition : 14(Q) c {0;1}.
Puisque A+ @ : 1 € 14(Q). Puisque A+ Q : 0 € 14(Q).

e Ensuite, soit we Q. On a:
welly=1 <

g

1a(w) =1
weA
Dol : [14 = 1] = A Etainsi : P(14 = 1)) = P(A).
Conclusion : 14 — ZA(P(A)).
Q4#
Soit w € Q. Distinguons deux cas :
e StweA
* Par définition, on a ainsi 14(w) = 1.
* Mais, puisque w € A on a w ¢ A Dot 1z(w) = 0.
Ainsi :
Li(w) =1 = 1x(w)

X Attention !

- ok
nEToo(,I p”)
opération (car k ne bouge pas..)

alors que (1 — p,)" donne a
priori une FI "1,

s'obtient par

Petite remarque

On ne peut pas composer les
équivalents par une fonction.
Donc on passe a la limite, puis
on conclut pas composition de
limites.

St IP(A) = 0, alors 14 suit une
lot quasi-certaine égale a 0.
Si P(A) = 1, alors 14 suit une
loi quasi-certaine égale a 1.

& Méthode !
IU s'agit d'établir une éqgalité
entre deux applications X et
Y toutes deux définies sur Q.

On montre donc que pour tout
we Q X(w) = Y(w).
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e SiweA

* Puisque w € A ona w ¢ A doll 14(w) =
x Or w € A, donc, par définition : 14(w) = 0.
Ainst :

0.

Li(w) =1 = 1a(w)

Conclusion : Vw € Q, 1z(w) = 1 — 1a(w). Autrement dit : 17 =1 — 1.
Q5# Soit w € Q. Distinguons deux cas :
e Stlwe ANB.

* Alors, par définition, 1ang(w) = 1.

* Aussi, puisque w € AN B,onawe A ET w e B. Par définition, on a alors : 14(w) =1 €T 1g(w) = 1.

Dol : 1a(w) x 1p(w) = 1.

Ainst :

e SiweANB.

* Alors, par définition, 1ang(w) = 0.

Lang(w) = 1a(w) x 1p(w)

% De plus, on sait, d'apres la loi de Morgan : ANB=AUB.
Ainsi, puisque w € AUB, on a w € A ou w € B. D'oli, par définition : 14(w) = 0 ou 1g(w) = 0. Ce qui donne
(regle du produit nul) : 14(w)lpg(w) = 0.

Ainst :

Lang(w) = La(w) x 1p(w)

Conclusion : Vw € Q, 1a08(w) = 1a(w) x 1g(w). Autrement dit : 1ang = 14 x 1p.

Q6# D'apres les lois de Morgan, on sait que AU B =AnN B. Ainsi :

las =

Conclusion : 145 =14+ 15 — 1an5.

1-——
ANB Q3
1—-153 5 04
1-17 x 1z J 03
1T—(1=14)(1—-1p) 9 04
1—(1—-1a—15+ Lanp)

1a+15—1an8

Petite remarque
On pourrait démontrer ce résul-
tat en procédant comme en Q4.

18

¥ INEGALITE DE MARKOV

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Q), A, IP).
St X est a valeurs positives et admet une espérance, alors :

E(X)

Va >0, P(X>a) < —

a

*
DEMONSTRATION : Soit @ € R. Introduisons la variable aléatoire Y définie sur (Q, A, P) par :

Vwe Q, Y(w) = {

a stX(w)>a
0  sinon

e Y(Q) = {0; a} est un ensemble fini, donc Y posséde une espérance et :

E(Y) = OP(Y =0)+aP(Y =ad)
= daP(X2>d]

e Montrons que Y < X. Soit w € Q. Deux cas se présentent :
*x stwe[X>a]:

Dans ce cas, Y(w) = a et X(w) > a. D'oli :

* slwéE[X>al:

Conclusion : Vw € Q, Y(w) < X(w).

e Puisque Y < X et que Y et X possédent une espérance, par croissance de l'espérance, on a :

Autrement dit :

Et comme a > 0, on obtient :

Y(w) < X(w).

Dans ce cas, Y(w) = 0. Mais X est a valeurs positives, donc X(w) > 0. D'oti : Y(w) < X(w).

E(Y) <E(X)

aP(X > a)) < E(X)

P(X > ) < =0

IV =d=1x>0

Important !
Il s'agit de démontrer :

Ywe Q, Y(w) < X(w)

— = Rappel...

Croissance de l'espérance :

St X et Y sont deux VA telles
que :

e X et Y ont des espérances
oV est presque-stirement infé-
rieure ou égale a X, autrement
dit P(Y < X)) =1 (pas néces-
saire que ce soit partout le cas)
Alors : E(Y) < E(X).
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Si f et g coincident sur une base de E, alors f et g sont égales.

19 ¥ APPLICATIONS LINEAIRES COINCIDANT SUR UNE BASE

Soient £, F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f,g € Z(E, F).

*
DEMONSTRATION : Notons n = dim(E) et considérons une base (eq, e, ..., e,) de E. Supposons que f et g coincident sur cette
base; autrement dit, supposons : ¥i € [1;n], f(ei) = g(ei). Montrons que f = g; autrement dit, montrons : ¥x € E, f(x) = g(x).
n

Soit x € E. Puisque (e, e, ..., e5) est une base de £, il existe des uniques réels A, Ay, ..., A, tels que : x = Z/\ie,. On a alors :

f(x)

f (Z )\,vel)
i=1 ) linéarité de f
n
= ) Afle)
i=1 J hypothese

n
= > Agle)
i=1 )
- g ( Z /\LE[ )

i=1

gx)

linéarité de g

On a ainsi établi : Vx € E, f(x) = g(x).

20 ¥ NOYAU ET IMAGE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient £, F deux espaces vectoriels et f € Z(E, F).
Q1# ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Q2# Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

*
rDEMONSTRATION :
Q1# e Par définition : ker(f) C E.

e Puisque f est linéaire, f(0g) = Of. Donc O & ker(f). Ainsi, ker(f) est non vide.

e Montrons que ker(f) est stable par combinaison linéaire.
Soient u, v € ker(f) et A,y € R. Montrons que Au + pv & ker(f).

* On adéja u,v € E et E étant un espace vectoriel, on obtient : Au+ pv € E.

* Ensuite :
f(Au +pv) = Af(u) + pf(v) par linéarité de f
= Ax0r+px0F caru,veker(f)
0r
Ainst

Au + pv € ker(f)
Conclusion : ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
Q2# e Par définition : Im(f) C F.

e Puisque f est linéaire, on a f(0g) = Or. Donc O & Im(f). Ainsi, Im(f) est non vide.

e Montrons que Im(f) est stable par combinaison linéaire.
Soient y,z € Im(f) et A,y € R. Montrons que Ay + pz & Im(f).

* On a déja y,z € F et F étant un espace vectoriel, on obtient : Ay + pz € F.

* Ensuite :
Puisque y € Im(f), il existe u € E tel que y =

Par conséquent :
Ay+pz = AM(u)+ pf(v)
= f(Au+pv)

Or E est un espace vectoriel, donc Au + pv € E. Et ainsi, Ay + pz € Im(f).

Conclusion : Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

f(u). Considérons un tel u.
Puisque z € Im(f), il existe v € E tel que z = f(v). Considérons un tel v.

) linéarité de f

Autrement dit : ———
Une application linéaire définie
sur E est entierement définie
par U'image qu'elle renvoie aux
vecteurs d'une base de E.

Petite remarque
Puisque l'unicité des A; n‘a
pas été utilisée, seul le carac-
tere générateur de la famille
(e1, ez, ..., en) suffit.

= Rappels...

ker(f)={x € E | f(x) =0r}
Im(f) ={y € FI3x € Ely = f(x)
ou bien :
Im(f) = {f(x), x € E}
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21 ¥ CARACTERISATION DE L'INJECTIVITE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient £, F deux espaces vectoriels et f € Z(E, F).
L'application linéaire f est injective, si, et seulement si, ker(f) = {O¢}.

*
DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication... {( = Rappel... )= 0r)
x) =0F

er(f)={x € E |
Supposons que f est injective. Montrons que ker(f) = {O¢ }. Raisonnons par double-inclusion.
Immédiat, car f est linéaire, donc f(0g) = Of.

Soit x € ker(f). Ainst :

fl) = OF
= f(0f)

Par injectivité de f, on obtient : x = 0g. D'ots : ker(f) C {0}
Par conséquent : ker(f) = {Og}.

J linéarité de f

S ker(f) — {0:1. M f iniective. Soi E Ona- = Rappel...
upposons que ker(f) = {Og}. Montrons que f est injective. Soient x, y € E. On a : f injective sur £
i) =1y = 1) =1y =0F ) linéarité de WXy €E () =fly)=x=y
— flx—y)=0F
=  x—y € ker(f) B
— x—y—op J Kerll) = {0g}
= x=y
Par conséquent : f est injective.
*

Zil

22 ¥ "TRIANGLE DE BIIECTIVITE" DES APPLICATIONS LINEAIRES

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f € Z(E, F).
St dim(E) = dim(F), alors :

f injective «<——— f surjective

Important ! —————
En pratique, st dim(E) = dim(F)
(et en particulier st E = F),

f bijective alors on démontrera la bijec-
tivité de f en démontrant son
injectivité (par le noyau).

*
DEMONSTRATION : Supposons que dim(E) = dim(F).
e Montrons que l'injectivité de f équivaut a sa surjectivité.
Puisque £ est de dimension finie, d'aprés le théoréme du rang :

dim(E) = dim ( ker()) + rg(f)

Ensuite : 1= Rappels...

o Le singleton {0} est le seul
sous-espace vectoriel de E de

dimension 0.

e Im(f) est un ssev de F

o le seul ssev de F de dimen-

sion égale a dim(F) est F lui-
méme

ker(f) = {0}

dim(ker(f)) = 0
rg(f) = dim(E)
rg(f) = dim(F)
Im(f) = F

(f est surjective)

(f est injectlve)

J théoreme du rang
J dim(E) = dim(F)

1111711

e On sait déja que la bijectivité de f implique son injectivité (par définition).
Mais, d'aprés ce qui précede, U'injectivité de f implique sa surjectivité. Par conséquent, si f est injective, elle est également
surjective et donc bijective. L'injectivité de f implique donc sa bijectivité.
Par conséquent : la bijectivité de f équivaut a sa surjectivité.

e De la méme fagon, la bijectivité de f équivaut a sa surjectivité.
*

¥ MAJORATION DU RANG D'UNE APPLICATION LINEAIRE

w
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Soient £ et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f € Z(E, F).
Le rang de f est fint et :
rg(f) < min (dim(E); dim(F))

*
DEMONSTRATION :

e Par définition, rg(f) = dim (Im(f)). Or Im(f) est un sous-espace vectoriel de F, qui lui est de dimension finie. Ainsi, Im(f)
est de dimension finie et donc le rang de f est fini.

e Montrons que rg(f) < dim(E) €T rg(f) < dim(F).

+ D'aprés ce qui précéde, on a déja :
rg(f) < dim(F)

% Notons n = dim(E) et considérons (e, e, ..., €5) une base de E. On sait que :
Im(f) = \/ect(f(e1), f(e2), ..., f(e,,))
Autrement dit, la famille (f(e1), f(e2), ..., f(en)) est génératrice de Im(f). Et par conséquent :
Card(f(e1), flea), ..., f(en)) > dim (Im(f))

On a ainsi :
dim(E) > rg(f)

Par conséquent :
rg(f) < (dim(E); dim(F))

24 ¥ CARACTERISATION DES VALEURS PROPRES
Sotent n € [2; 400, A€ M,(R) et A€ R.Ona:

(4 est valeur propre de A) <= ker(A—Al) # {041}
— rg(A—AL)#n
& (A= Al, nest pas inversible)

*
DEMONSTRATION :

e D'apres le cours (négation du triangle d'équivalences), on a déja :

ker(A—Aly) #+ {0,1} < rg(A=Al) #n
= (A — Al n'est pas 'anerslble)

e Ensuite :
(/\ est valeur propre de A) — IXeM,i(R) ] (X+0,1ETAX = /\X)
— IXeM,1(R) [ (X+0,1 ET(A-AX =0,1
— AX e M, (R) /(X # 0,1 ET X € ker(A— Aly))
— ker(A—Aly) # {0,1}
On conclut en rassemblant les deux points... j

25 ® PROPRIETES SUR LES PROJECTEURS

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E).
Définition : on dit que f est un projecteur de E lorsque f o f = f.
Résultats :
Q1# St f est un projecteur de E, alors :
o Im(f) Nker(f) = {0}
Im(f) = ker(f — id)
Q2# Tout projecteur de £ est diagonalisable (HP)

*
DEMONSTRATION :

Q1# Supposons que f est un projecteur de £, autrement dit, supposons que fof = f.
e Montrons que Im(f) N ker(f) = {0}. Raisonnons par double-inclusion...

Immédiat, puisque Im(f) et ker(f) sont deux sous-espaces vectoriels de E.

A retenir...
x<a
x < min(a, b) & ET
x<b

Petite remarque
{Ildentlté et l'endomorphisme

nul sont deux projecteurs.
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Soit x € Im(f) N ker(f). Montrons que x = 0.
o Puisque x € Im(f), il existe z € E tel que x = f(z). Considérons un tel z.
o Puisque x € ker(f), on a f(x) = 0.

Ainst :

Mais f est un projecteur, donc f o f = f. D'ous :

Et on obtient alors :

Or f(z) = x.. Dol :
x=0
Conclusion : si f est un projecteur, alors Im(f) N ker(f) = {0}.
e Montrons que Im(f) = ker(f — id). Raisonnons par double-inclusion...

Soit y € Im(f). Montrons que y & ker(f —id).
Puisque y € Im(f), il existe x € E tel que y = f(x). Considérons un tel x. Ensuite :

(F—idy) = 1ly)—y _
_ ;(f(fx()))*ﬁx; J y =1(x)
= or(x)—1T{x
— )= f(x) Jref=1
0

Par conséquent :
y € ker(f —id)
D'ot :
Im(f) C ker(f —id)
Soit x € ker(f — id). Montrons que x & Im(f).
Puisque x € ker(f —id), on a :
(f—id)(x) =0
Autrement dit :
f(x) =x
Par conséquent, x est bien l'image d'un élément de £ (lui-méme convient). Ainsi :
x € Im(f)
D'ot :
ker(f —id) C Im(f)
Conclusion : si f est un projecteur, alors Im(f) = ker(f — id).
Q2# Soit f un projecteur de £. Montrons que f est diagonalisable. Distinguons deux cas :
e Sif est lidentité ou l'endomorphisme nul, alors f est diagonalisable.
e Si f n'est ni l'identité ni l'endomorphisme nul.

* Puisque fof = f, le polynbme X% — X est annulateur de f. Par conséquent : les seules valeurs propres

possibles de f sont O et 1.
* Montrons que O est valeur propre de f. Autrement dit, montrons que f n'est pas bijectif.

Raisonnons par l'absurde. Supposons que f est bijectif. Puisque f o f = f, en composant par =1, on obtient :

f = id. Absurde.
Par conséquent : f n'est pas bijectif et donc O est valeur propre de f.

* Montrons que 1 est valeur propre de f. Autrement dit, montrons que f — id n'est pas bijectif.

Raisonnons par l'absurde. Supposons que f —id est bijectif. Puisque fof = f, on a (f —id)o f = 0. D'oty, en

composant par (f — id)*1, on obtient : f = 0. Absurde.
Par conséquent : f —id n'est pas bijectif et donc 1 est valeur propre de f.

* 0 et 1 sont donc les valeurs propres de f; et notons Eq(f) et E4(f) les espaces propres associés aux valeurs

propres O et 1 respectivement.
On a en fait :
Eo(f) = ker(f)
Et:
Eq(f)

ker(f — id
mi

Or, d'apres le théoreme du rang :

dim (Im(f)) + dim ( ker(f)) = dim(E)
Dot :

dim (£4(f)) + dim (Eo(f)) = dim(E)

Conclusion : f est diagonalisable.

26 ® REsoLuTIoN DE y' +ay =0

Sotent / un intervalle de R, a une fonction continue sur / et f une fonction définie sur /.

V'S

— Petite remarque

Ce résultat peut aussi se dé-
duire du suivant...

On conclut ici en utilisant la
CNS de diagonalisabilité qui
est HP. On pourrait s'en passer
en raisonnant autrement (mais
clest plus long) :

e on note dy = dim (E4(f)) et
do = dim (Eo(f))

o il existe une famille libre

(et méme une base) de E4(f)
de cardinal d4, de méme pour
Eo(f), de cardinal do

e la concaténation de ces deux
familles libres est libre (conca-
ténation de familles libres de
VP associés a des VP diffé-
rentes) ; et elle est de cardinal
dy + do

e enfin, par théoreme du rang,
di + dy = dim(E)... donc la
famille mise en évidence est
libre et de cardinal égal a la
dimension de £ : c'est donc une
base de E

o il existe donc yne base de £
constituée de VP de f : f est
donc diagonalisable.
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Petite remarque
Puisque a est continue sur

Notons A une primitive de @ sur /. On a: Uintervalle /, elle admet des
primitives sur /, qui sont de

classe € sur I.

(f est solution de 'EDLT ¢’ + ay =0) <= (JAER, Vx €1, f(x) = Ae V)

Autrement dit : l'ensemble des solutions de y’ + ay = 0, d'inconnue y € ‘ﬂ(/, R), est : w= Rappel...
St F et G sont deux sous-
{X c | )\e*A(X) = R} ensembles d'un ensemble £,
alors :

E=F < VYxeE (xe
F < xeq

*
DEMONSTRATION : Il s'agit de montrer une équivalence. Raisonnons par double-implication :
Supposons qu'il existe A € R tel que : Vx € /[, f(x) = Ao A,
Considérons un tel A.

* Puisque A est une primitive d'une fonction continue sur /, elle est de classe %" sur | Par conséquent, la fonction f

est € sur 1. v/ Rigueur !
% Pour tout x € [ : Une solution de y’ + ay = 0 est
f’(x) Yol — 7A/(X))\e_A(X) n a(X))ke_A(X) une fonctt?n f qui vérifie :
“AW) ZAW) J A est une primitive de @ . f/QSt € surl,
= —a(x)le + a(x)Ae o' +af =0.

0

Ainsi f est solution de ¢y’ + ay = 0.

Soit f une solution de " + ay = 0. Montrons :
3reR/Vxel, fx)= e W
Travaillons déja par équivalences.. On a :
JreR/Vxel, flx) =i — JaeR Vel f(xe'™ =2
Posons alors la fonction g : x — f(x)e”*)
La fonction f est €' sur /, car elle est solution de y’ 4+ ay = 0, donc la fonction g est un produit de deux fonctions
dérivables (A est %" sur | donc exp oA lest également) sur /. Ainsi, g est dérivable sur / et, pour tout x € [ :

et montrons qu'elle est constante sur /.

Jx) = f'A((X))eA(X) + F(x)A (x)e ™)
_ X) [ .
B 8 (f (x) + G(X)f(x)) J f est solution de y' +ay =0 Question :
Une fonction dérivable et de
Par conséquent, la fonction g, étant dérivable et de dérivée nulle sur un intervalle, est constante sur /. dérivée nulle sur R" est-elle

Ainst : constante sur R*?

ER[VxEL gb) =4 Cas particulier

ZAlx Dans le cas ol a est constante,
FIeRVxel fx)=le ® la fonction x — ax est une

Conclusion :(f est solution de 'EDL1 ¢’ + ay = 0) = (EM ER, Vxel, fx)= Ae*A(X)) j primitive de a, donc l'ensemble

des solutions de y'+ay = 0 est
{x €= 267" | A € R} (cest
le cas au programme).

Autrement dit :

27 ¥ STRUCTURE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS D'UNE EDL

Soient (E) une équation différentielle linéaire et (Ex) son équation différentielle linéaire homogene associée.
Notons Sg l'ensemble des solutions de E, Sy lensemble des solutions de (Ep).
Q1# Sy est un espace vectoriel.

Q2# Toute solution de (E) est obtenue en ajoutant a une solution particuliére de (E) une solution quel-
conque de (Ep). Autrement dit :

solution générale —  solution particuliere + solution générale de
de 'EDL de 'EDL l'équation homogene associée

Ou encore, en notant f, une solution particuliére de E :

SE={fp+fH/fH€SH}

Petite remarque

* . .
DEMONSTRATION : Démontrons ce résultat dans le cas particulier d'une EDL1T normalisée a coefficient constant. +&a delmO”Strat}o'j elSt analogue
Soient a € R, b € €(I,R) et : ans le cas général..

(E):y' +ay=b
d'inconnue y € €'(/,R).
Posons lapplication L : y — y’ + ay et montrons que L est une application linéaire de %’1(I, R) dans €(/,R).
e Soit y € (51(/, R). On a ainsi ¢’ € €(/,R) et donc L(y) € €(/,R) : L est une application de ‘51(/, R) dans €(/, R).

e Soient A, peRetf ge %W(/, R).
Ona:
LA + ug)

(A + ug) + a(Af + ug)
= A"+ af)+ plg + ag)
= AL(f)+ ul(g)

J linéarité de la dérivation
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Par conséquent : L est une application lindaire de % (/,R) dans €(/, R).
Revenons maintenant au ceeur de la question...

P1# On a:
Sy = {ye€"(LR) |y +ay =0}
= {yeg' (LR Ly) =0}
= ker(L)

Conclusion : Sy est un espace vectoriel.

P2# Soit y € ‘51(/, R) et supposons connue une solution particuliére de (E), notée f,. On a :
/ —
yESe y +ay=>b fp solution de (E), donc f, + af, = b

ﬁz)jfﬁ)(fi)O o) linéarité de L

y —f, € ker(L)
y—fPESH

I eSHly—1fh="Iy
IpeSyly="1f+1y

J point précédent

NN

Conclusion : S = {fp +ifylfy e SH}.

28 & [NEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ POUR LA COVARIANCE

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires discrétes sur (2, A, IP).
St X et Y admettent une variance, alors :

(Cov(X, V))* < V(X)V(Y)

*

DEMONSTRATION : Supposons que X et Y admettent une variance.
Soit t € R. La variable aléatoire tX + Y est une combinaison linéaire de deux variables aléatoires admettant une variance, par
conséquent, elle admet également une variance et :

V(X +Y) V(tX) + 2Cov(tX, Y) + V(Y)
£2V(X) + 2tCov(X, V) 4+ V(Y)

J linéarité a gauche de la covariance

Distinguons deux cas :
e SLV(X)=0.
Dans ce cas, d'aprés ce qui précede :

Yt ER, V(X + V) = 2tCov(X, Y) + V()

Or, on sait qu'une variance est toujours positive, d'ou : Pourquoi ?
Une fonction affine de signe
VEER, 2tCovX, V) +V(Y) >0 constant est une fonction
Ce qui n'est possible que st Cov(X, Y) = 0. L'inégalité de Cauchy-Schwarz est alors vérifiée. constante... On peut le justi-
. fier rapidement en raisonnant
e SiLV(X)+#0.

par l'absurde en supposant que
Dans ce cas, la fonction t — tZV(X) + 2tCov(X, Y) + V(Y) est une fonction polynomiale de degré 2 positive sur R, car Cov(x, y) # O..

égale a la fonction t — V(tX + Y) et qu'une variance est toujours positive.
Par conséquent, son discriminant est négatif ou nul. Or, ce discriminant est égal & 4(Cov(X, Y))2 —4AV(X)V(Y)..
On en déduit : )

(Cov(X, Y)) < V(X)V(Y)

]

29 & [NTERPRETATION DU COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

Soient (O, A, IP) ainsi que X et Y deux variables aléatoires discretes sur (Q, A, IP).
St X et Y admettent une variance non nulle, alors :
e p(X,Y) =1 si et seulement si, l'une des variables aléatoires est presque-siirement fonction affine
strictement croissante de l'autre;

o p(X,Y) = —1si et seulement si, l'une des variables aléatoires est presque-slirement fonction affine

strictement décroissante de lautre; Petite remarque
IU est indispensable d'avoir tra-
vaillé la démonstration précé-
F dente pour comprendre celle-ci.

DEMONSTRATION : Supposons que X et Y admettent une variance non nulle. En effet, la présente démons-
tration utilise une partie du
raisonnement mis en place dans
Y est presque-siirement fonction affine de X si, et seulement si, X est presque-stirement fonction affine de Y. QC28.

e Remarquons déja que :
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En effet :

% st Y est presque-sirement fonction affine de X, alors il existe deux réels a, b tels que P([Y = aX + b]) = 1.
Montrons que a # 0. Raisonnons par l'absurde et supposons a = 0.

Dans ce cas :

Autrement dit, la variable aléatoire Y est presque-siirement constante; et donc de variance nulle :
'hypothese initiale. Par conséquent :

On obtient alors :

P(Y = b)) =

a+0.

ce qui contredit

(b2

La variable aléatoire X est donc presque-siirement fonction affine de Y.
% De maniere analogue (ou par symétrie des roles de X et Y).

Dans la suite, établissons donc les résultats dans le cas de Y fonction affine de X.

e Ensuite :
[p(X, V)| =1

Par conséquent :

11 11

J V(X) et V(Y) sont non nulles

X, V) =1 si, et seulement si, il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz
P yaeg 9 y
si, et seulement si,  le discriminant de t — V(tX + Y) est nul (voir démo précédente)
si, et seulement si,  t+—— V(tX + Y) posséde une unique racine
si, et seulement si, il existe un unique réel a tel que V(aX + Y) =0
si, et seulement si, il existe un unique réel a tel que la variable aléatoire aX + Y est
presque-slirement constante
si, et seulement st Jla,b € R [ P(aX + Y = b)) =1
si, et seulement st : Jla,b e R [ P(Y =aX +b]) =1
Considérons ensuite deux tels réels a et b. On a ainsi, d'aprés la formule de Koenig-Huygens : p
Cov(X,¥) = E(XY)—EX)E(Y)
_ P(Y =aX+b)=1
o ( 127X th ) — B(X)E(aX + D) J linéarité de l'espérance
= aE(X?) + bE(X) — aE(X)? — E(X)
= a(EX?) —EX)’) -
— aV(X) J formule de Koenig-Huygens
Et ainsi : VIX)
a
X Y)= ———+—
P = GXen)

Enfin, puisque V(X) > 0, o(X) > 0 et o(Y) > 0, on obtient que p(X, Y) est du signe de a.

Conclusion :

|p(X, Y)] =1 si, et seulement si, l'une des variables aléatoires est presque-siirement fonction affine de lautre; e,
dans ce cas, le coefficient dominant de la fonction affine est du signe de p(X, Y).

i

Si X < 2 ([0:1]),

alors _71 In(1 —

30 ¥ METHODE D'INVERSION POUR LA LOI EXPONENTIELLE

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé, A € R et X une variable aléatoire sur (O, A, P).

X) s E(N).

* o, —1 -1
rDEMONSTRATION : Supposons que X < %([0;1[) et notons Y = - In(1 — X). Notons également h : x —> - In(1 —x),

définie sur [0; 1[; ainst que Fy la fonction de répartition de Y.

e Ona:
Y(@Q =

e Soit x € R. Distinguons deux cas :

* Six<0:
Ona:

* Six>0:
Ona:
Fy(x)

(h(X))()
dotl  Jroaen
[ " [) h est continue et strictement croissante sur [0; 1]
AOF 40
[0; +o0]
Fyx) : iﬁg) < X]) J x < 0et Y(Q)=[0;+oo
= 0
= P(Y<x)

- ]P([%lnm—X)éX]) J)\>O

= P(In(1—X) > —A)

= P(1—-X>e]
= PX<1-e™)
= Fx(1—e™)

J stricte croissance de exp sur R 4

Peut étre utile...

P(X = Y) = 1= EX) = E(Y)

La continuité permet d'affirmer
que h([0; 1]) est un intervalle.
En effet : "l'image d'un intervalle
par une fonction continue est un
intervalle” (version bis du TVI).

— Important !

L'argument de stricte croissance
est indispensable ! En effet,
cachée derriere cette éqgalité de
probabilités, il y a une éqgalité
d'ensembles :

[In(1 = X) > —Ax] =
1—e ™

Et on a, par stricte croissance
de l'exponentielle (pour conser-
ver l'équivalence), pour tout
weQ:

n (1=X(w)) > —Ax <= 1=X(

RECUEIL DE QUESTIONS... - Page 22/37

X<




Or:x>0etA>0, donc

—Ax <0
D'oli par croissance de exp sur R :
e <1
Ainsi :
T—e™>0

Et comme e >0,0na1—e ™ < 1. Dol :
0<1—e™<
Or X — %([0; 1[) dol :
Fx(1—e ™) =1—e™
Par conséquent :
Fy(x)=1—e™

On a finalement obtenu :
0 six <0

VxER. FY(X):{ T—e™ six>0

On reconnatt ici la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A. Or, la fonction

de répartition caractérise la lot..
Conclusion : Y — &(A).

i

31 ¥ PROPRIETES DE LA FONCTION DE REPARTITION ASSOCIEE A .4/(0; 1)

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Q, A, P).
Supposons que X — .47(0;1) et notons ¢ la fonction de répartition de X.

1
Q1# (0) =
Q2# Vx € R, ¢(—x) =1—¢(x)

* 2
DEMONSTRATION : On rappelle que la fonction ¢ : t —

1
V21
Q1# Ona:

S}
=
Il
5
=
I\
=

J @ est une densité de X

+oo J @ est paire

I
N =N Al\é
8
s
=

Q2# Soitx €R. Ona:

—0o0 J @ est une densité de probabilité

—0Q
Effectuons le changement de variable u = —t :
u = —t ) du = —dt ) t= | —oc0 | —x
t = —u ' dt = —du ' u= | 400 X

Ce changement de variable est bien licite, puisque la fonction v +—— —u est % sur [x; +09]. On a ainsi :

/_:qomdr - /+ pl—u)(—~du)

@ est paire

+00 J
= / @(u)du
X too X J relation de Chasles

@ est une densité de probabilité

t
e~ Z est une densité de X. De fagon immédiate, ¢ est paire.

-]

32 ¥ Lol FAIBLE DES GRANDS NOMBRES

Petite remarque
&n peut ne pas nécessairement

détailler cette partie a l'écrit...

— = Rappel...

La fonction de répartition d'une
VA suivant la lot uniforme sur
[0;1] (ou [0; 1], ou [0; 1], ou ]0; 1[)

<est:
0 stx <0
Fix— 4 x  sixel01]
1 st x > 1

= Rappel...
+7La fonction de répartition de X

o

est la fonction x — P(X < x]).

— Preuve par le dessin !

do1#

I

L'aire totale vaut 1, donc par
symétrie (parité), l'aire sur

] — o0; 0] vaut
Q2#

Pan

@(x) = aire en rouge. Et par
symétrie, on remarque que
@(x) + @(—x) = 1.

3

— % Subtil... %

St on pose u = g(t), g doit étre
bijective et C'est la fonction g~
qui doit étre €.

Pour ne pas se tromper, on
devrait toujours poser t = ...
méme si c'est parfois moins
naturel !

Important !
Les deux résultats ne reposent
que sur le fait que ¢ est une
densité paire !
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Soient (Q, A, P) un espace probabilisé et (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires sur (QO, A, P).
N
Pour tout n € N*, on note X, = - ZXk.
k=1

St (Xk)ken= est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la méme espérance m
et la méme variance o2, alors :

Ve >0, llT P([|X, —m| >¢]) =0

*
DEMONSTRATION : Soit € > 0.

e Soit n € N*. La variable aléatoire X, est une somme de variables aléatoires admettant une variance ; elle admet donc une
variance et en particulier une espérance. Puis :

_ 1<
E(X,) = E ( Zxk)
n k=1 linéarité de l'espérance
,I n
= - E(X)
gy ) Yk € N*, E(X) = m
= m
et
_ 14
V%) = V[-Y X
L indépendance de X1, X5, ..., X;,
,] n
= 5> VXY
k=1 Yk e N*, V(X)) = o?
15
= —0
n

— V(X,
P (%, ~ E(R) 2 ) < ¥
Autrement dit, d'apres le point précédent :
2
— o
IP Xn - 2 g Y
(1% —ml > el) <

e On a ainsi :

o 2
VneN*, 0 < P([[X, —m| > ¢€]) < =
Or: X
m 0—2 =0
n—+o00 ne
Par théoréme d'encadrement, on obtient : L
lim P([[X, —m|>¢€]) =0
n—-+o00
Conclusion : o
Ve>0, lim P(|X,—m|>¢])=0
n—-+00
33 & SERIE LOGARITHMIQUE
X" +oo X"
Pour tout x € [—1;0], la série — est convergente et — =—In(1T—x).
[~1:0] %;n g ;;n (1-x)

*
DEMONSTRATION : Soit x € [—1;0].
e Soit n € N*. On a, pour tout t € [x;0] :

-
5
|
AN
Il

n—1
)

k=1 i=0 t+1
1T—1t"

1—t

En intégrant de x a 0, licite car la fonction t — Z =1 est polynomiale donc continue sur le segment [x; 0] :
k=1

/OitHdt:/M*t”dt
. . 1—t

k=1

Or, par linéarité de l'intégrale, on a :

Vocabulaire ———
X, est la moyenne empirique
de X1 , Xz, e X,,.

Vocabulaire

On dit que la suite (X,),en*
converge en probabilité vers
la variable aléatoire constante
égale a m.

& L'idée !
Pour étudier kak’1, on a
n
dérivé Zxk... Pour étudier
k=0

k n
X P _
k=1
E P on primitive E X5

k>1 k=1
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% d'une part :

0 n
/ZtHdt
X k=1

|
™=
S
P
Y
AN
~
N
-
|

* d'autre part :

0 th
= In(1—x)— dt
1=t
Par conséquent :
n k 0 n
X t
— =—In(1—x +/ dt
k ( ) 1=t
k=1
0 th
e Montrons maintenant : lim / dt = 0. Soit n € N*.
n—+oo J o T —t
* Par inégalité trianqulaire, licite car x <0, on a :
0 n 0 n
t t
/ di| < / 'dr
1=t 1=t

Or, pour tout t € [x;0] :

Par conséquent :

* Or:
Vie[x0], 1—t>1
D'oli, par décroissance de la fonction inverse sur R, et comme pour tout t € [x; 0], (—t)" > 0, on obtient :
(=t)"
1

vt € [x; 0], ; < (="

Puis, par croissance de l'intégrale, licite car x < 0 :

[XO (i)'; dt < /Xo(ft)”dt

* Ensuite, on a :

0 0
/ (—t)"dt = =0t
X n+1 ],
(7X)n+1
- n1+ 1 J 0 < —x <1, puis croissance de t — "1 surRY etn+1>0..
<
- n+1
Des trois points précédents, on déduit :
0 1
Yn e N*, 0< / dt] <
-1 1—t n+1

0 n
t
Mais, lim —— = 0. D'ou, par théoréme d'encadrement : lim / ——dt| =0.
n—+oo n 4+ 1 n—too| J, 1T—t
Et ainst :
0 n
lim / dt=0
n—+oo J, 1—t
On obtient finalement :
) 0 th
nLLToo (ln(1 7x)+/x T tdt) =—1In(1—x)
Autrement dit :
n Xk
o (3] -
k=1
X" +oo X"
Conclusion : tout —1,0] la séri — est te et — = —In(1 —x).
onclusion : pour tout x € | | la série ; — est convergente e ; - n(1—x)

v Rigueur !
Si on avait k — 1 = —1, alors il

4 faudrait primitiver ¢ —> 7 qui

se primitive différemment...

X Attention !
Puisque t € [x;0], t" n'est
pas de signe constant.. On va
travailler sur la valeur absolue
de l'intégrale.

= Rappel...

Pour majorer une fraction a
numérateur positif, on minore
son dénominateur.

— X Attention !
lim (7X)/7+W
n—-+0a
jours 0 quand x € [—1;0].. D'oli
la manipulation a prévoir ici.
P En revanche, on sait bien que :
(7X)n+1
Vx € [-1,0], lim =
n—+too n+1
0, que l'on démontre grace a
'encadrement proposé ici et au
théoreme d'encadrement...

ne vaut pas tou-

RECUEIL DE QUESTIONS... - Page 25/32



34  ® REpuctioN bE U'U

a
Soit U = | b | une matrice non nulle de M54(R).
c
0 0 0
La matrice U'U est diagonalisable, et semblable a la matrice {0 0 0
0 0 d?+b*+¢

*
DEMONSTRATION : Notons A = U'U.
e Remarquons que A est symétrique. En effet :

A = rU'U)
— ttu)tU
= UU
= A
Conclusion : la matrice A est diagonalisable.
e Ona:
a®> ab ac
A= |ab b> bc
ac be ¢
D'oli
@ ab ac
rgd) = rg<<ab b? bc>
ac bec &
a? ab ac
= g ab|. [ b? |, | bc
(( ac bc) c?
= g U,bU,cU))

au moins un des a, b, ¢ est non nul
U est non nul

Il
S

Par conséquent, O est valeur propre de A et, par théoreme du rang :
dim ( ker(A)) =2

e [Ensuite, remarquons que :
v'uu
Ula® + b% + &)

Puisque U est non nul, on en déduit que o’ + b% + ¢? est valeur propre de A, et U en est un vecteur propre associé.

AU

Notons au passage que, puisque U # 031, on a a” + b% + ¢ + 0.
e D’aprés ce qui précede :
% 0 est valeur propre de A et l'espace propre associé a est dimension 2; notons une base (V4, V) de cet espace propre
(qut est ker(A));

* a4+ b? + ¢ est valeur propre de A et l'espace propre associé est de dimension 1, engendré par U.

La famille (V4, V5, U) est ainsi :
* libre car elle est la concaténation de familles libres de vecteurs propres associées a des valeurs propres différentes,
% de cardinal 3, égal a la dimension de M3 1(R).

La famille (V4, V5, U) est donc une base de vecteur propre de A.

0 0 0
Conclusion : on retrouve ainsi que la matrice A est diagonalisable et semblable & la matrice (0 0 0
00 a+b+c

*

ET SI ON DEMANDE UNE MATRICE DE PASSAGE ?

Pour cela, il faudrait déterminer des vecteurs V4 et V5 convenant...

b c 0
Le travail sur le rang de A nous permet de constater que les vecteurs | —a |, | O | et | ¢ | appartiennent a ker(A).
0 —a —b
Puis on en choisit deux de ces trois en guise de V4 et V5.
c b
e Sia+0:onprend Vi =| 0 |etVo=|—a
—a 0
0 b
e Sia=0etb+0:0onprendVi=| c | etVo=|—a
—b 0
c 0
e Sta=b=0etc+0:onprend Vi =| 0 |etVo=| ¢

Important !

o La matrice U'U est une ma-
trice de M3(R).

o La matrice ‘UU est une ma-
trice de M;(R), que l'on assi-
mile a un réel.

Petite remarque
&n retrouve que A est symé-

trique...

X Attention | ———
Six =y =z = 0, alors
rg(xU, yU, zU) = 0 + rg(U)..

— Petite remarque

4 Je sais que vous n‘auriez pas
fait ainst et que l'on peut cal-
culer en utilisant U'expression
explicite de A.. Mais cest plus
élégant, et si je ne suis pas la
pour vous montrer des choses
élégantes parfois, a quot suis-je
utile?!

On retient au passage :

VU = a® + b + ¢
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Petite remarque
On prend les deux que l'on veut
st les trois réels a, b, ¢ sont non
nuls |

Dans tous les cas, la famille (V4, V5) est une famille de ker(A) qut est :
* libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires...
* de cardinal 2, égal a la dimension de ker(A).

La famille (V4, V) est donc une base de ker(A).

Conclusion : on choisit alors comme matrice P la matrice de passage de la base canonique vers la base (V4, V2, U) ainsi
0 0 0

construite, de sorte que A = PDP ' oD= {0 0 0
0 0 a>+b>+c?

35 Q VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES D'UNE MATRICE COMPAGNON

0 1 0
Soient ap, a1, a; € Rainsique C=1| 0 0 1 € Ms(R). ) .
a o a5 On peut démontrer (méme avec
—ag — _

les outils d'ECG) que ce poly-

Q1# Les valeurs propres de C sont les racines du polyndme X> + a,X? + a1.X + aq. ndme est le plus petit (au sens
du degré) polyndme unitaire

1 (coefficient dominant égal a 1)
Q2# Pour tout A € Sp(C), lespace propre E,(C) est de dimension 1 et engendré par le vecteur | A |. qui soit annulateur de C.
)‘2
* 7
DEMONSTRATION :
Q1# Soit A € R. On sait que :
(2 est valeur propre de C) <= rg(C — A)3) < 3
Or:
—A 1 0 — & Meéthode !
rg(C — Ak) = 9 0 —A 1 4 Les opérations élémentaires
—ag —ap —a2—A sur les lignes et colonnes
1 ) 0 conservent le rang.
_ rq _A 0 1 On cherche donc a échelonner
C Ie _ B P la matrice grace a ces opéra-
2o o a0 a2 — A tions pour déterminer une CNS
1 —A 0 pour que son rang ne soit pas
= rg 0 —\ 1 maximal.
L« Lo+ ALy 0 —ag—aiA —ar—A Attention : on veille toujours a
Ly — L3+ a1ly ce que le pivot choisi soit non
1 0 _A nul...
= rg| [0 1 -\
Geo G 0 —ay—A —ag—aih
10 —A
= rg 0 1 e
I3 3+ (az + Ao 0 0 —ag—ar—aA—A
1 0 —A
Mais, la matrice {0 1 Eye est trianqulaire supérieure; elle est donc de rang maximal si, et
0 0 —ag—aA—ai—N
seulement si, tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.
Par conséquent :
rg(C—Ak) <3 &= —agp—aiA—aX =12 =0
= Frar+arta=0
Conclusion : les valeurs propres de C sont les racines du polynéme X3+ axX? + a1 X + ap.
Q2# Soit A € Sp(C). Petite remarque
1 0 —A 1 0 Cette remarque pouvait égale-
e Remarquons que, puisque les matrices | —A | et | 1 ne sont pas colinéaires, la matrice [ 0 —A 1 ment étre faite & partir de sa
réduction sous forme de matrice
—aq —azA —ag —a1 —a)—A i T o
riangulaire a l'étape précé-
est au moins de rang 2. dente...
—A 1 0
e Mais A est valeur propre de C, donc la matrice 0 —A 1 n'est pas de rang 3.
—ag —ap  —axA
On en dédit que rg(C — Al) = 2 et ainsi, par théoréeme du rang :
3 =rg(C = Al3) + dim (ker(C — k) # Indication... ———
Autrement dit On cherche une matrice dans
dim ( ker(C — /\/3)) -1 ker(C — Ak).. On regarde les
) deux premieres lignes de la
On remarque ensuite que : matrice C — Al qui suggerent
—A 1 0 ! 0 la matrice j\
0 —A 1 A = 0 e
—ag —a; —ax—A pe —ag — A — crz/\2 -3 ) question précédente
0
= 0
0
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1
Par conséquent, la famille Az est une famille de ker(C — Ak) qui est :
A
* libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
% de cardinal 1, égal a la dimension de ker(C — AL).
1

La famille )\2 est donc une base de ker(C — AR).
A

1
Conclusion : pour tout A € Sp(C), l'espace propre £,(C) est de dimension 1 et engendré par le vecteur )\2
A

R

36 & EXPRESSION DE E(X) oU X EST A DENSITE A VALEURS DANS R*

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire a densité sur (Q), A, IP).

St : X(Q) € R", X admet une densité fx continue sur R™ et X admet une espérance; alors : l'intégrale
+0o0

/+ooIP([X > t])dt est convergente et E(X) = / P([X > t])dt.
0 0

*

DEMONSTRATION : Supposons que X(Q) C R™, que X admet une densité fy continue sur R et que X admet une espérance.
Notons Fx la fonction de répartition de X.
On a, pour tout t € RY, ]P([X > t]) =1— Fx(t). Or Fx est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité, elle est

+00
donc continue sur R, Ainsi, l'intégrale / (1 — FX(z‘))dt est impropre en 400 seulement.
0

e Soit BeR*.
Posons : LV] tt:: —Fxto) . Les fonctions u et v sont €' sur le segment [0; B] (Fx est €' sur R, comme primitive

u'(t) = —1x(t)

de fx, qui est continue sur R™) et pour tout t € [0; B] : Vit) = 1

Par intégration par parties, on obtient :

B B
jo(1—FX(t))dt _ [r(1—FX(t))]§—é) i (t)dt
- B(1—FX(B))+/ thy(t)dt
0

e Ensuite :

+00
% on sait déja que X admet une espérance, donc / tfx(t)dt converge et, puisque X(Q) C R*, on a : E(X) =
0

+oo
/ tfx(t)dt.
0
* Démontrons donc :  lim 3(1 — FX(B)) =0.

B—+00

Soit BeR'. Ona:

B(1—Fx(B)) BIP([+X>B])

- B fx (t)dt
B

+00
/ Bfx(t)dt
B

vVt e [B; 4o, Bt

Pour commencer :
D'oti, puisque fx est positive sur R :

Vt € [B;+od|, Bfx(t) < tfx(t)
Puts, par croissance de l'intégrale, licite car B < +00 :

+00 +00
/ Bfx(t)dt < / the(t)dt
B

B
On a donc établi :
+00
0 < B(1—Fx(B) < / tix(t)dt
B

+00
Autrement dit, par relation de Chasles, licite car / tfx(t)dt est convergente et que B >0 :
0

00 B
0< B(1—Fx(B) < /O+ th(t)dt—/O tfx(t)dt

Par passage a la limite quand B — +o00 on obtient, par théoreme d'encadrement :

Gl B(1—Fx(B)) =0

Des deux points, on déduit que
la matrice C est diagonalisable
si, et seulement si, le polynome
X 4+ axX? + a1 X + ap admet
trois racines distinctes..

mRéflexe !
On veut démontrer qu'une quan-
tité positive tend vers 0... on
pense au théoreme d'encadre-
ment |
Et pour majorer une intégrale,
on commence par majorer l'inté-
grande.
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Petite remarque

On obtient finalement :

) B +oo On met en paralléle cet exercice
Lim / (1 - FX(t))dt = / tix(t)dt = E(X) avec l'exercice 25 du travail
B=too Jo 0 estival...
+00 +00
Conclusion : lintégrale / P([X > t])dt est convergente et E(X) = / P(X > t])dt.
0 0 *
37  ® LA FAMEUSE SOMME...
Pour tout n € N, pour tout x € R\ {1} : Petite remarque

Bien entendu, puisque le ré-
sultat est donné, on peut aussi

n n+1 n+2

Z ka _ X = (n + 1))( +nx procéder par récurrence...
(1—=x)°

k=1

* n
DEMONSTRATION : Soit n € N*. Considérons la fonction f : x —> Zxk.
k=1
e La fonction f est polynomiale, donc dérivable sur R et, par linéarité de la dérivation :

n
VxR, /(x) =) kit
k=1

e On sait également que pour tout x € R\ {1} : O Astuce du chef !
n Pour simplifier les calculs, on
- k n'utilise volontairement pas
f) = Z Xt =1 l'autre formule de somme géo-
k=0 { métrique donnant directement
1— Xn+1 n
= 1T—x Zxk,.. On ne met pas non plus
k=
En dérivant sous cette forme, on a, pour tout x € R\ {1} : Suf méme dénominateur !
R (k) 1y ) T}
(1—x)?
e e ) e et
B (1—x)?
1= (n+ X"+ ax™]
B (1—x)?

On a ainsi :
n

_ 1—(n+ 1)x" + nx"*1
Vx eR\{1}, ) k' = ( (1lx)2
k=1

0 — 1 n+1 n+2
Conclusion : Vx € R\ {1}, kakz x—=(n+ X" + nx

P (1 —x)? ’ j

38 ® INDICE DE NILPOTENCE D'UN ENDOMORPHISME Confusion d’objets !

On rappelle que, lorsqu'il s'agit

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie notée n et f un endomorphisme de E. ! | e
d'endomorphismes, f* désigne

On suppose qu'il existe k € [2;+oo[ tel que : £ = 0 et *" # 0. Dans ce cas : k < n. fofo. of
k fois
* 7
DEMONSTRATION :
e Puisque =1 nest pas lendomorphisme nul, il existe un vecteur x € E tel que ¥~ (x) # O¢.

Considérons donc un tel x et montrons que la famille (x, f(x), ..., fkq(x)) est libre.
Solent ag, a1, ..., ax_1 € R. Supposons que aox + a1f(x) + ... + ax_1 1 (x) = Of et notons (x) cette égalité.
=1y fR=1

* En appliquant a cette égalité, on obtient, par linéarité de

aof* ) + a1 f ) + .+ a1 PR () = 0
Puisque k= 0. (), on a aussi, par récurrence immédiate :
Vie [[k; +OO[[, fi= 03(5)
Dot :
aof T (x) = 0

Et puisque fk*1(x) #+ Of, on obtient :
ap = 0
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On

La

e Puisque (X, f(x), ...,

% Par conséquent, 'égalité (x) devient :
arf(X) + .+ a0 =0 (%)
Puis, en appliquant =2 4 cette égalité, on va obtenir, de fagon analogue :
ap =0
% Et en réitérant, on obtiendra successivement a; = 0, puis a3 = 0,.., jusqu'a ax_» = 0. Restera alors :
a1 () = 0
Et comme fk_1(x) # O, on aura a1 = 0.
a donc établi :
Vie [0,k—1], a;=0
famille (x, f(x), ..., fk71(x)) est donc libre.
- (x)) est libre, on a :

Card(x, (x), ..., 7 1(x)) < dim(E)

Autrement dit :

k<n

= Rappel...

o SiF est une famille libre de
E, alors Card(F) < dim(E).

® Si F est une famille géné-
ratrice de E, alors Card(G) >
dim(E).

Petite remarque
On peut bien évidemment adap-

ter la démonstration dans le cas
* d'une matrice...

3

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et (Xj)ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la lot uniforme sur [0; 1]. Dans ce cas, la suite (n min(Xy, ..., Xn))

9 ® UNE CONVERGENCE EN LOL...

neN*

aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1.

converge en lot vers une variable

— Petite remarque

*
DEMONSTRATION :

e Soit n € N*. Notons Y, = nmin(Xj, ..., X,) et Fy, la fonction de répartition de Y,,. On a, pour tout x € R :
Fy,(x) = PV, < x])
= P([nmin(Xq, ..., X,) < x]

<
- IP([mln(X1,...,Xn)§% ) Jn>0

- q-P ([mln(Xm»--vX”) > %])

n
= 1-P ,Q [Xk > 7] J X, .., Xy sont indépendantes
- (el 2)
k=1
= 1- - (1 - ([Xk < i])) Xi, ..., X, ont méme loi et on note F leur fonction
1 n de répartition commune

1—(1—0p sl%<0
X\"n X .
= 1—(1—7) SL;E[O,”

T—(1=y 51%>1
0 six <0
X \" . .
= 1—(1—;) st x €[0;n]
1 stx>n

e Soit maintenant x € R.

* Six<0:
Ona:VneN* Fy(x)=0.Dou:
lim Fy,(x) =0

n—+o0

* Six>0:

Puisque llT n = +o9, il existe un rang ng (on peut prendre ng = |x] + 1 par exemple..), que nous considérons
n—-+00

ensuite, tel que :
Vn € [no; +oof, n > x
Ainst in
¥n € [no; +oo, Fy,(x) =1— (1 - E)

X
Or, pour tout n > ng, 1 — — > 0 (car ng > x). Et on a donc :
n

Vn € [ng; +oo, (1 —%)n :exp(nln(1 —%))
Matis :

On peut choisir de commencer
par réfléchir a l'ensemble image
de Y,.. Sans mal, on trouve
Y,(Q) C [0; n], ce qui nous guide
4 ensuite pour la disjonction de
cas. Je choisis ici une autre
présentation, pour vous montrer
comment on peut également
procéder.

— = Rappel...

La fonction de répartition d'une
VA suivant la lot uniforme sur
[0;1] (ou [0; 1], ou [0; 1], ou ]0; 1[)

est :
0 stx <0
Fix— 4 x sixel01]
p 1 stx > 1

Il faut étre attentif quand on ré-
dige sans procéder au préalable
a la disjonction de cas sur x...
C'est au moment de ‘remplacer’
qu'on doit veiller a remplacer
bétement !l

— Petite remarque
De facon générale, on quantifie
x sur l'ensemble sur lequel la
fonction de répartition de la loi
limite est continue. Ici, comme il
s'agit d'une loi exponentielle, on
sait que la fonction de réparti-
tion associée est continue sur R.

— & Méthode !

4 e Les cas sont les mémes que
dans l'expression de la fonction
de répartition de la lot limite...
e Sion ne connait pas la loi
limite, on peut ‘passer a la
limite quand n — +o0 dans les
intervalles des cas de Fy, pour
voir'...
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X —X
o lim — =0,
n—+oo N

o In(l+u)=u+ o (u)
u—0

Dot :
- 1
m(1-X) =24 o (7)
n n n—-+00 n
Et ainsi :
X
nln(1—7) — x4+ o (1)
n n—-+o00

Par conséquent :

) X

lim nln (1 —7) = —x

n—-+oo n

Par continuité de U'exponentielle en —x, on obtient :

lim (1 — i)” =e

n—-+00 n
Et ainsi :

H . A X
i Pl =1
On a donc établi :
0 six <0

Vx € R, ”ETOQFY,;(X):‘[ 1—e ™ six>0

Conclusion : la suite (Y,),en+ converge en lot vers une variable aléatoire suivant la lot exponentielle de parametre 1.

R

40 ® PARTIES ENTIERE ET FRACTIONNAIRE D'UNE VA SUIVANT UNE LOI EXPONENTIELLE

Soient A € R, (Q, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Q, A, IP).
Q1# Si X = &(A), alors [X| + 1 Z(1—e™).

/\e—).x
1T—e
0 sinon

Q2# Si X — &(A), alors X—| X] est a densité, de densité la fonction f : x — six €01

*
DEMONSTRATION :
Q1# Supposons que X suit la lot exponentielle de parametre A Notons Y = | X].

e Déterminons la lot de Y.
* Puisque X < &(A), on considére X(Q) = R™. Ainsi :
Y(Q)=N

* SoitneN.Ona:

P(y=n)) = P(IX]=n])
= Pl <X <n1) X est a densité et on note Fx sa fonction de répartition
= Fxln+1) = Fx(n) Jnn+1>0
_ (1 _ ef)\(ﬂ+7) — (1= e—)m) ' =
_ —An e—/\(n+1)

e
- -
e Déduisons alors la loi de Y + 1.
* Puisque Y(Q) = N, on en déduit (Y + 1)(Q) = N™.
* Soit n € N*. On a:
P([Y +1=n]

P([Y =n—1])
() - e)
Par conséquent : Y + 1 — %(1 - e”).
Conclusion : [X| + 1< Z(1—e™").
Q2# Supposons que X suit la loi exponentielle de parameétre A. Notons Z = X — | X|.

e On sait que :
Vx eR, [x] <x < |x]+1

Ainsti :
YVwe Q, 0<Z(w) <1
Dot :
Z(Q) C[0;1]
e Notons F7 la fonction de répartition de Z. Soit x € R.
* Six<0:
Fz(x) = P(Z<x
20 = ]P(([@)f ) ) 710) 01 et x <0
= 0

J point précédent, licite car n —1 € N (car n — 1 € N¥)

V'S

— v Rigueur !

On utilise un DL d'ordre 1
plutét qu'un équivalent, qui
poserait souci dans le cas x =
0.

Deux possibilités donc :

e contourner le souct en utili-
sant un DL, comme fait ici;

e inclure le cas 'x = 0" dans le
cas x < 0, puisque Fy, (0) =
0...

= Rappels...
Deux rappels sur la partie
entiere :
eVxeR, VkeZ,
Ix] =k &= k<x<k+1
eVxeR, [x] <x<[x]+1
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* Stx>1:

Fz(x) = P(Z<x) ,
— PO JZ(Q)c[on[etxy
= 1
* Sixe[0;1]:
Fz(x) = P(Z<x])
= P(X-Y<x) J formule des probabilités totales, avec ([Y = ”])neN
_ f IP([Y _nnX—Y < x]) comme systeme complet d'évenements
n=0
+00
= Y _P(IX] = nn[X < n+x)
n=0
+0o0
- Z()]P([ngX<n+1]ﬁ[X£n+x]) Jx<1,donc[X§n+x]C[X<n+1]
oo
- Z]P([nngner]) J X est a densité
n=0
+00
= Z(Fx(ﬂﬁ*x)flcx(ﬂ)) Jn,n+x20
n=0
+00
_ Z ((1 _ef)t(ner)) _ (1 _ ef/\n))
/Jr:O
(o] .
_ Z (e”” 7 e**(”“)) Petite remarque
Il n'est pas nécessaire de men-
n=0 too tionner largument e * €] — 1;1]
_ (1 . e—Ax) (e—A)” puisque l'on sait déja, par la
FPT, que la série en jeu est
”=0,] convergente...
_ 1— —Ax
( e ) 1 — e A
1—e M
T 1—e
Par conséquent :
0 stx <0
1—e M
Vx € R, Fz(x) = st x €[0;1]
1—e 4
stx>1
e Ensuite :
* La fonction Fy est :
o continue sur | — oo; 0] car constante sur cet intervalle,
< continue sur ]1; +<>o[ car constante sur cet intervalle,
o continue en 0 car :
—Ax
o )= 0= i T
x<0 x>0
et continue en 1 car :
L
l -1 =
XEH 1— -4 XEH Z(X)
X< x>1
Par conséquent, la fonction F7 est continue sur R.
* Par des arguments similaires a la continuité, la fonction F7 est de classe %" sur R sauf éventuellement en 0
eten 1.
On en déduit que la variable aléatoire Z est a densité et on obtient une de ses densités, notée f7 en :
* dérivant F7 sur les intervalles ouverts :
o pour tout x €] — 00; 0], fz(x) = F4(x) =0,
, /\e—)\x
o pour tout x €]0; 1], fz(x) = F,(x) = g Petite remarque
o pour tout x €]1; +od|, fz(x) = F4(x) = 0. On peut égaleme:t po-
* posant f7(0) = fz(1) = 0. ser f2(0) = 5 — = et
—A
P y cl0: 1 ) = 28 —.
Conclusion : Z est a densité et admet pour densité la fonction f7 : x — 1—eA six €0 1] T-e
0 sinon

i
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