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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 13

CHAINES DE MARKO\/, REVISIONS SUR LES GRAPHES

eeco EXERCICE 1 - CHAINE DE MARKOV A DEUX ETATS
Soient p, g € [0;1]. Considérons une chatne de Markov (X,),en associée au graphe suivant, telle que Xj soit la variable aléatoire constante
égale a 1. On note M la matrice de transition de (X,),en et, pour tout n € N, U, son n-iéme état probabiliste.

O~

q

1. Donner la matrice M.

2. Supposons p =g = 0.
2.a. Déterminer les états stables de (X})nen-
2.b. Etudier la convergence en lot de (X;)nsN-

3. Supposons p =qg = 1.
3.a. Déterminer les états stables de (X},),en-
3.b. Etudier la convergence en loi de (X;)nnN.

4. Supposons p, g €]0;1].
4.a. Démontrer que (X,)n,nn posséde un unique état stable et le déterminer.
4.b. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de la matrice A.
4.c. En déduire, pour tout n € N, une expression de A" en fonction de n.
4.d. Déterminer alors, pour tout n € N, la lot de X,,.
4.e. Etudier la convergence en lot de (X,)en-

eeco EXERCICE 2 - EML 2023 SUET 0
On considere trois points A, B, C du plan. L'objectif de l'exercice est l'étude du mouvement aléatoire d'un pion se déplacant sur ces points.
A Uétape 0, on suppose que le pion est en A. Ensuite, on suppose que le déplacement vérifie les regles suivantes :
e e mouvement du pion de l'étape n a l'étape n + 1 ne dépend que de la position du pion a l'étape n;
e pour passer de l'étape n a l'étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester sur place, sinon il se déplace de
maniere équiprobable vers l'un des deux autres points.

Pour tout n € N, on note A, 'événement "a l'instant n, le pion se situe en A’ et l'on définit de la méme maniére les évenements B, et C,.
Pour tout n € N, on note également a, = P(A,), b, = P(B,) et ¢, = P(C,) ainst que V, = (a,, b, c,,) le n-iéme état probabiliste de
cette chalne de Markov.

MODELISATION

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste et donner la matrice de transition associée a la chatne de Markov étudiée. On la
notera M.

2. 2.a. Déterminer ay, by, cp ainsi que ay, by, ¢.
2.b. Démontrer : Vn €N, V,.1 =V, x M.
2.c. Endéduire : Vn €N, V, = Vy x M".

CALCUL DES PUISSANCES DE M ET APPLICATIONS

2 11
On considere la matrice A= |1 2 1
11 2
3. Justifier que la matrice A est diagonalisable.
4. Calculer A2 —5A. Quelles sont les valeurs propres possibles de A?
5. Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telle que A= PDP~".
Calculer la matrice P~
6. Démontrer que pour tout n € N, A” = PD"P~".
7. La chalne de Markov introduite admet-elle un état stable ? Si ou, lequel ?
8. Soit n € N.
4" +2 4" -1 4" -1
4" —=1 412 4" -1
4" -1 4" -1 4" +2

1
3 x4

8.a. Démontrer que M" =

1 2
8.b. Démontrer que a, = 3 (1 + m ) Déterminer également b, et c,.

8.c. Déterminer les limites respectives des suites (a,)nen, (bn)nen et (¢p)nen. Interpréter ce résultat.
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NOMBRE MOYENS DE PASSAGE EN A ET TEMPS D'ATTENTE AVANT LE PREMIER PASSAGE EN B

9. Soit n € N*. On définit la variable aléatoire X, par :

X, = { 1 st A, est réalisé

0 sinon

9.a. Interpréter la variable aléatoire S, = Xj + ... + X,,.
9.b. Calculer lespérance de Xi,.
9.c. En déduire le nombre moyen de passage en A entre l'instant 1 et l'instant n.

10. On définit la variable aléatoire Tz de la fagon suivante : T est le numéro de l'étape a laquelle le pion passe pour la premiére fois en
B, et dans le cas ol le pion ne passe jamais en B, on pose Tz = 0.
Le but de cette question est de déterminer la loi de la variable aléatoire Tg ainsi que son espérance.
10.a. Calculer les probabilités P([Tg = 1)) et P([T5 = 2).
- 1
10.b. On note, pour tout n € N*, on note D, 'événement m By. Justifier que Pp, (B, 1) = PgA(B,41) = T
k=1

10.c. Soit k € N*. Calculer la probabilité P([Tg = kJ).
10.d. Reconnaltre alors la lot de Tg. Que dire de U'événement [Tz = 0]? Donner lespérance de Tg et interpréter le résultat obtenu.

eeco EXERCICE 3 - EDHEC 2017

PARTIE 1 : ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

Les sommets d'un carré sont numérotés 1, 2, 3, et 4 de telle fagon que les cotés du carré relient le sommet 1 au sommet 2, le sommet 2 au
sommet 3, le sommet 3 au sommet 4 et le sommet 4 au sommet 1.
Un mobile se déplace aléatoirement sur les sommets de ce carré selon le protocole suivant :

e Au départ, cest a dire a l'instant 0, le mobile est sur le sommet 1.

e Lorsque le mobile est a un instant donné sur un sommet, il se déplace a l'instant suivant sur l'un quelconque des trois autres sommets,
et cect de facon équiprobable.

Pour tout n € N, on note X, la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se situe le mobile a l'instant n. D'aprés le premier
des deux points précédents, on a donc Xy = 1.

1. Donner la lot de Xj, ainsi que lespérance E(X;) de la variable Xj.
On admet pour la suite que la loi de X, est donnée par :

Plo=1)=3 Po=2=P6o=3)=P(x=4)=5

2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, donner, en justifiant, lensemble des valeurs prises par X,,.

3. 3.a. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on a :

P (X1 = 1) = 2 (P (X, = 2) + P (X, = 3) + P (X, = 4))

Wl =

3.b. Vérifier que cette relation reste valable pour n =0 et n =1.
3.c. Justifier que, pour tout n de N, on a P((X, = 1)) + P((X, = 2)) + P((X, = 3]) + P((X, = 4) =1 et en déduire l'éqgalité :

1 1
neN, P (X1 =1) = =3 P(X, = 1) + 3
Lo 1 3 1"
3.d. Etablir alors que : Vn € N, P (X, =1]) = 7173 (_§) .

4. 4.a. En procédant de la méme fagon qu'a la question précédente, montrer que l'on a :

Wn €N, P (X = 2) = 2 (P(X, = 1) + P(X, = 3) + P (X, = 4))

Wl =

4.b. En déduire une relation entre P ([ X,y = 2]) et P (X, = 2)).

4.c. Montrer enfin que : Vn € N, P (X, = 2)) = % — % (—%) .
5. On admet que, pour tout entier naturel n, on a :
1 1 1 1
g ([Xn+1 = 3]) = 7§IP ([Xn = 3}) + § et P ([Xn+1 = 4]) = 7§IP ([Xn = 4]) + §

En déduire sans calcul que :

VYneN, P(X,=3)=P(X, =4) =

6. Déterminer, pour tout entier naturel n, l'espérance E(X,) de la variable aléatoire X,.
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PARTIE 2 : CALCUL DES PUISSANCES D'UNE MATRICE A
Pour tout n de N, on considére la matrice-ligne de :
U, = (IP ([Xn = ”) P ([Xn = 2]) P ([Xn = 3]) P ([Xn = 4]))

7. 7.a. Donner la matrice de transition de la chalne de Markov (X,),en, notée A, et expliciter la relation de récurrence sur (U,),en-
7.b. Etablir: Vn €N, U, = Uy A".
7.c. En déduire la premiere ligne de A”.

8. Expliquer comment choisir la position du mobile au départ pour trouver les trois autres lignes de la matrice A”, puis écrire ces trois
lignes.

9. Déterminer les états stables de A et étudier la convergence en loi de (Xj)nen:.

PARTIE 3 1 UNE DEUXIEME METHODE DE CALCUL DES PUISSANCES DE A

On considere les matrices / et J suivantes : | = et /] =

o O O -
[eN e o]
o = O O
- O O O
NN
NN
RN Y
RN

10. Déterminer les réels a et b tels que A= al + bJ.

11. 11.a. Calculer /% puis établir que, pour tout entier naturel k non nul, on a : /¥ = 4¢=1).
11.b. En déduire, pour tout entier n non nul, U'expression de A" comme combinaison linéaire de / et J.
11.c. Vérifier que Uexpression trouvée reste valable pour n = 0.

PARTIE 4 © INFORMATIQUE

12. 12.a. Ecrire un script Python dont l'exécution permet l'affichage des 100 premiéres positions autres que celle d'origine, du mobile dont
le voyage est étudié dans ce probleme, ainsi que du nombre n de fois ol il est revenu sur le sommet numéroté 1 au cours de ses
100 premiers déplacements.

12.b. Apres avoir exécuté cinqg fois ce script, les réponses concernant le nombre de fois ol le mobile est revenu sur le sommet 1 sont :
n=23n=28n=23n=25 n=26.
En quot est-ce normal?

eese EXERCICE 4
Soit (X,)sen une chatne de Markov homogene sur Uensemble [[1; r], o r est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note A sa matrice de
transition.
Pour tout (i, j) € [1; ] on notera M(i, j) le coefficient situé en i-eme ligne et j-iéme colonne d'une matrice M € M, (R).

1. Supposons que pour tout (i, j) € [1; r]? il existe un réel y(j), indépendant de i, tel que llT A™(i, j) = p(j). Notons 1 = (u(1) u(r)).
1.a. Démontrer que : Vj € [1;r], p(j) > 0.
1.b. Démontrer que p est un état stable de (X,),en-

1.c. Soit v un état stable de (X)nen- Etablir :Vn €N, v=v x A"
Démontrer alors que p est l'unique état stable de (X;),en-

2. On suppose, dans cette question, que tous les coefficients de A sont strictement positifs. Notons 0 = min {A(i,j), i,j€e [[T;r]]}. Pour
j € [1;r]. on note, pour tout n € N* :

mj, = min {A”([,j), i e [[1;r]]} ;. M, = max {A”(i,j), i e [[1;r]]}

2.a. Justifier : ro < 1.
2.b. Démontrer que, pour tout j € [1;r], la suite (m;,),en+ est croissante et la suite (M;,)sen+ est décroissante.
2.c. Soit j € [1;r]. On admet que : ¥n € N*, M; 4 — mjnpq < (1= ro)(M;, —mj,).
Démontrer alors :
lim (Mjn—mj,) =0

n—+o00

2.d. Que peut-on en déduire sur les suites (m;,)nen- et (M) )nens?
2.e. En déduire lexistence d'une matrice y = (u(1) u(r)) telle que :

Vjie 1], Yne N, |A"(j) —u()] < (1 —ro)”

2.f. Conclure que (X;),en posseéde un unique état stable.
3. Cas général. On suppose Lexistence d'un entier naturel non nul k tel que tous les coefficients de A* sont strictement positifs.

3.a. A quelle matrice peut-on appliquer les résultats de la question 2.7
3.b. Conclure.

ecoo EXERCICE 5 - VRal [ FAUX
1. Un graphe est non connexe si, et seulement si, il a au moins un sommet isolé.

2. Dans un groupe de vingt enfants, il est impossible que sept d'entre eux aient chacun exactement 3 amis, neuf d'entre eux en aient
exactement 4, et quatre d'entre eux exactement 5.
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3. Dans un graphe simple et connexe, il existe toujours au moins deux sommets de méme degré.

ecoo EXERCICE 6 - Cycuisme
Un club cycliste se prépare pour une compétition. Le graphe ci-dessous représente l'ensemble des routes empruntables le jour de la compétition.

F

1. Ce graphe est-il connexe?
2. Existe-t-il un trajet permettant de parcourir toutes les routes une fois et une seule? St oui, en donner un.

3. Existe-t-il un trajet permettant de parcourir toutes les routes une fois et une seule avec le méme point de départ et d'arrivée ? St oui, en
donner un.

4. Donner la matrice d'adjacence de ce graphe, notée M.

25 4 3 5 4 3 2

5 4 11 8 10 5 6 3

4 11 8 8 6 12 11 7

3 38 8 4 5 9 6 4

5. On donne : M° = 5 10 6 5 4 10 9 4
4 5 12 9 10 6 9 4

3 6 11 6 6 9 6 6

2 3 7 4 4 4 6 2

Un cycliste souhaite aller du point D au point F en empruntant seulement 3 routes. Combien d'itinéraires différents sont possibles? Les
donner tous.

6. Sur le graphe ci-dessous, on a indiqué le temps, en minute, mis par un des cyclistes pour parcourir chacune des routes.

80
g3 54
75 167

117
98

En utilisant l'algorithme de Dijkstra, déterminer le trajet qu'il doit emprunter pour relier D a S en un temps minimal.

eeco EXERCICE 7
On considere le graphe suivant :

1. Donner la matrice d’adjacence M de ce graphe.
2. Ce graphe est-il connexe?

3. Ce graphe possede-t-il une chatne eulérienne?
4

. Justifier que ce graphe ne posséde pas de cycle eulérien. Quelle aréte ajouter pour qu'il en possede un?

eeco EXERCICE 8 - CONNEXITE 1

Soit G un graphe non orienté, simple, d'ordre 2p tel que le degré de chaque sommet est supérieur ou égal a p.
Démontrer que G est connexe.
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eee0 EXERCICE g - CONNEXITE 2
Démontrer que dans un graphe simple connexe dont tout sommet est de degré pair, la suppression d'une aréte ne détruit pas la connexité du
graphe.

eeec EXERCICE 10 - GRAPHE REGULIER
On dit qu'un graphe est réqulier lorsqu'il est simple et que tous ses sommets ont méme degré.

1. Que dire de lordre d'un graphe régulier dont les sommets sont tous de degré 37
2. Démontrer que pour tout p € [2; +ocf, il existe un graphe régulier d'ordre 2p dont les sommets sont de degré 3.

3. Ecrire une fonction Python prenant en argument d'entrée la matrice d'adjacence d'un graphe et renvoyant True s'il est régulier, False
stnon.

eee0 EXERCICE 11 - GRAPHE ALEATOIRE D'ERDGS-RENYI
Toutes les variables aléatoires de l'exercice seront définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P).
Sotent n € [[2; +00[ et p €]0; 1[. Pour construire un graphe aléatoire non orienté d'Erdés-Renyi, on se donne :

e un ensemble de sommet S = {s1,55,..., 5, },
o une famille de variables aléatoires (A ;)1<i<j<, indépendantes suivant toutes la méme loi de Bernoulli de paramétre p,

o des arétes telles que pour tous 1 < i < j < n, s, —s; est une aréte du graphe si, et seulement si, A;; = 1.
Autrement dit, chaque aréte possible entre les sommets de G apparalt avec une probabilité p, de fagon indépendante des autres arétes.

Dans toute la suite, on note G, un tel graphe aléatoire d'ordre n.

1. Exemple. Dans le cas n =8 et p =0, 2, on a obtenu le graphe suivant :

Ce graphe est-il connexe? St non, combien posséde-t-il de composantes connexes ?
2. Quel est le nombre maximal d'arétes que peut posséder G, ?
3. Ecrire une fonction Python d'en-téte def listeAdj(S,p) qui renvoie la liste des listes d'adjacence d'un tel graphe aléatoire ayant S
pour liste de sommets.
4. On pose X, = Z Aij
1<i<j<n
4.a. Quelle est la lot suivie par X,?
4.b. Interpréter les valeurs prises par X, dans le contexte de l'exercice.
4.c. Rappeler E(X,), puis interpréter ce résultat dans le contexte de l'exercice.
5. Soit k € [1;n]. On note Dy la variable aléatoire égale au degré du sommet s,. Déterminer la loi de Dy.
6. On note /, la variable aléatoire égale au nombre de sommets isolés de G,. Pour k € [1; n], on note I, la variable aléatoire éqgale a 1
si si est isolé, O sinon.
6.a. Quelle est la lot de I, pour k € [1;n]?

n

6.b. Montrer que /, = Z In k- En déduire E(/,).

k=1
n

6.c. Montrer que /3 = Z ok + 2 Z Iniln.j.
k=1 1<i<j<n

6.d. Soient i,j € [1;n] tels que i < j. Justifier que P([/,; = 1]N [, = 1) = (1 — p)*"~°.
En déduire que E(/2) = n(1 —p)"~" + n(n — 1)(1 — p)*" .
n(n)
n

7. On suppose désormais que p = p, = ¢ ,avec c > 0etc+1.

7.a. 7.ai  Ecrire une fonction Python den-téte I(liste) qui prend un argument la liste des listes d'adjacence d'un graphe, et
renvoie le nombre de sommets isolés de ce graphe.

7.a.it.  On souhaite estimer U'influence de la valeur de ¢ sur le nombre de sommets isolés. En exécutant le script suivant

i|liste2c¢ =[0.3,0.5,0.7,1.3,1.5,1.7]
2 [n=1000
slres =[]

s[for ¢ in liste2c:

6 s=0

7 for k in range (200):

8 if I(listeAdj(range(1,n+1),cxnp.log(n)/n))==0:
9 s+=1

10 res.append(s/200)

n|print(res)

EXERCICES DU CHAPITRE 13 - Page 5/6



on obtient la liste [0.0, 0.0, 0.0, 0.91, 0.975, 0.99].
Quelles conjectures peut-on faire lorsque ¢ < 1 et c>17

7.b. Soit Y une variable aléatoire réelle a valeurs discréetes positives admettant une espérance E(Y). Soit a un réel strictement positif.
Considérons la variable aléatoire Z définie par :

7.b.i.
7.b.ii.

7.ci.

7.c.it

7.c.iil.

7.c.iv.

a stY(w >a

YweQ, Zw) = { 0  sinon

Etablir: Z< V.

Démontrer alors l'inégalité de Markov :
E(Y)
a

P(Y >a) <

Montrer que (1 —p,)"™" ~ (1 — p,)" puis que (1 —p,)" ~ %
A laide de l'inégalité de Markov, déterminer alors les limites de IP([/, > 1]) puis PP([/, = 0]) lorsque n — +o0 dans le cas
ot c>1.

En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que P([/, = 0]) < I;/((/fj))z'
lim P(f, =0) = 0.

Les conjectures faites a la question 7.a.it sont-elles valides?

En déduire que st ¢ < 1, alors
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