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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 12

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

eeco EXERCICE 1
Déterminer les points critiques et leur nature pour chacune des fonctions suivantes.

1.1 (x, y)— x* + y° + xy + 1, définie sur R?

2. f:(x,y) — x>+ y? + 4xy — 2, définie sur R?

3. i (x,y) — x* + 2y* — 2xy — 2y + 1, définie sur R?
4. f:(x, y) — x* + y? — 3y — 2, définie sur R?

5. 11 (x,y) — 2x° +6xg 3y? + 2, définie sur R?

6. f:(x y)— x (“+4%) définie sur R2

7. f:(x, y)— (x + In(y)?), définie sur R x R}

eeco EXERCICE 2 - EDHEC 2005 E
On considére la fonction f définie sur R? par : ¥(x, y) € R?, f(x,y) = xeV¥ ),

1. Justifier que f est de classe ¥ sur R,

2. 2.a. Déterminer les dérivées partielles premieres de f.
2.b. En déduire que le seul point en lequel f est susceptible de présenter un extremum local est A = (—1, 0).

3. 3.a. Déterminer les dérivées partielles secondes de f.
3.b. Montrer qu'effectivement, f présente un extremum local en A. Préciser sa nature et sa valeur.

4. 4.a. Etablir : V(x,y) € R?, f(x,y) > xe".
4.b. En étudiant la fonction g : x —> xe*, conclure que l'extremum trouvé en question 2.b. est un extremum global de f sur R%.

eeco EXERCICE 3 - EDHEC 2021 E
On considére la fonction f définie sur R? par :
Yix,y) R flx,y)=x+ ¢y’ —3xy
1. 1.a. Justifier que f est de classe ¥ sur R%.
1.b. Déterminer les points critiques de f.
1.c. Vérifier que f ne présente un extremum local qu'en un de ses points critiques et préciser sa nature et sa valeur.
1.d. Cet extremum est-il global?

2. On note g la fonction définie sur R par :
Vx €R, gx)="f(x,1)
2.a. Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, 'équation g(x) = n, d'inconnue x € R, posséde une unique solution
que l'on notera u,.
2.b. On note h la restriction de g a [1; +od].
2.b.i.  Donner le tableau de variations de h™".

2.b.it. En déduire lim u,.
n—-+00

2.b.iii. En déduire, en revenant a la définition de u,, le réel a pour lequel ona : u, ~

n—+o0Q

ee0o EXERCICE 4 - ESC 2002 E
Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur le méme espace probabilisé (O, A, P), indépendantes, telles que X — %B(n, x) et
Y — AB(n, y), ol x,y sont deux réels de |0; 1[.
On pose Z=2n—X—Y.

1. 1.a. Déterminer Z(Q).
1.b. Exprimer en fonction de n, x et y les probabilités :

P(Z=0), P(Z=2n), P(Z=2n—1), P(Z=1)
2. 2.a. Déterminer E(X?) et E(Y?).
2.b. Onpose W = XYZ. Justifier que W posséde une espérance et que E(W) = n’(n — 1)xy(2 — x — ).
3. On note D =]0; 1[x]0; 1] et on consideére la fonction f : (x, y) — xy(2 — x — y), définie sur D.

3.a. Justifier que f est de classe €7 sur D.
3.b. Démontrer que f posséde un unique point critique (xo, yo) a déterminer.

8
3.c. Montrer que f posséde un maximum local en (xo, yo) de valeur 57
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3.d. Etablir , ,
8 1 2 8 1
Vix.y) €D, f(Xry)*ﬁ:Z(9*§) (y7§)7y(x+§y7/l)
En déduire que ce maximum local est global sur D.
4. Que peut-on alors dire de E(W)?

eeoo EXERCICE 5 - EDHEC 2010 E
On consideére la fonction f définie, pour tout couple (x, y) de Louvert |0, +00[x]0, 400, par :

1 1
f - I
(x.y) = (x+y) (X + y)
1. Montrer que, pour tout couple (x, y) de ]0, +00[x]0, +09[, on a :

Y05 et finy) =

f =242 vrI
(x,y) +7 y "

2. Montrer que f est de classe € sur |0, +-00[x]0, 00|,
3. Montrer que f posséde une infinité de points critiques et les déterminer.

4. Déterminer les dérivées partielles secondes de f et vérifier que ces derniéres ne permettent pas de conclure a l'existence d'un extremum
local de f sur |0, +00[x]0, +oq].

5. 5.a. Comparer les réels (x 4 y)? et 4xy.
5.b. En déduire que f admet sur |0, +00[x]0, +o0] un minimum global en tous ses points critiques et donner sa valeur.

6. Soit g la fonction définie pour tout (x, y) de ]0, +00[x]0, +oq], par :
gx.y) = 2In(x + y) = In(x) = In(y)
Montrer : ¥(x, y) €]0, +00[x]0, +o9|, g(x, y) > 2In(2).

eeco EXERCICE 6 - EDHEC 2015 E

1. Pour tout entier naturel k, on pose :
+0o0
Iy = / te 'dt
0
1.a. Justifier que Iy, /1 et I, sont des intégrales convergentes et donner leur valeur (on pourra s'appuyer sur le cours de probabilité).
a
1.b. Pour tout réel a positif et tout entier naturel k, on pose : /y(a) = / the~tdt.
0

Etablir, pour tout k € N, la relation suivante :
lesa(a) = (k + Nli(a) — a*Te@
1.c. En déduire que /5 et Iy sont des intégrales convergentes et vérifier : 5 =6 et [, = 24.
2. Déduire des questions précédentes que, pour tout couple (x, y) de réels, jﬂo(y + xt 4 t?)%e"dt est une intégrale convergente.
0

On consideére, pour tout la suite, la fonction f de R? dans R définie par :
+00
f(x y)— / (y + xt + t*)?e""dt
0

3. 3.a. Vérifier que lon a: Y(x,y) € R? f(x,y) = 2x* + ¢y + 12x + 4y + 2xy + 24.
3.b. Justifier que f est de classe € sur R%.

4. 4.a. Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 de f puis déterminer le seul point critique (a, b) de f.
4.b. Calculer les dérivées partielles dordre 2 de f et écrire la matrice hessienne V2f(a, b) de f en son point critique.
4.c. Déterminer les valeurs propres de V2f(a, b) et en déduire que f admet un extremum local m au point (a, b) dont on précisera la
nature (minimum ou maximum) et la valeur.

5. Le but de cette question est de montrer qu'en fait cet extremum est global.

5.a. Compléter le membre de droite de l'égalité suivante :
2
Y(x, y) € R2, 2% + 2xy + 12x = 2 (x+%+3) _

2 1
5.b. Compléter de méme l'égalité : V(x, y) € R?, % —2y+6= i(y -2+ ..

5.c. En déduire une autre écriture de f(x, y) montrant que l'extremum trouvé plus haut est global.
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eeco EXERCICE 7 - EML 2015 E

eeco EXERCICE 8 - EcricoME 2000 E
On considére les ensembles :

On admet que T est une fermé de R? et que T est un ouvert de R?. On note f la fonction définie sur T par: V(x,y) € T, f(x,y) = —+——

w N =

N

. Justifier que le minimum et le maximum de f sont atteints sur l'ensemble C = «[(x, y el /x=

1

3 ‘ , ) 1 1 3
.ykz,x—&-ygz} ; Tf{(x,g)eR/x>4,g>4,x+g<4]»

A=

T:{(x,g)eRZ/xz

11 2

Xy x+y

. Représenter T et T’ sur un méme graphique.
. Montrer que f posséde un minimum et un maximum sur 7.

. 3.a.
3.b.

Montrer que f est de classe € sur T".
Démontrer ensuite que f n'admet pas d'extremum local sur 7.

A=
(]
c
=
II
EN
o
c
>
_|_
=
Il
e
—

5. Démontrer, par de simples considérations sur des inégalités, que l'on a pour tout (x,y) € T :

2< ) < 2

6. On considere une urne contenant des boules blanches (en proportion p), des boules rouges (en proportion r) et des boules vertes (en

1 1 1
proportion u). On suppose que p > 7 r> 7 u> 7 etquep+r+u=1

On effectue indéfiniment des tirages successifs d'une boule dans cette urne avec remise entre deux tirages. Pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 1, on note B, (respectivement R,, V,,) l'événement : "Tirer une boule blanche (respectivement rouge, verte) au n-eme
tirage”.

On appelle X (resp Y) la variable aléatoire égale au rang d'apparition de la premiere blanche (resp rouge).

On définit alors la variable D = | X — Y| égale au nombre de tirages séparant la sortie de la premiére blanche et de la premiére rouge.

6.a.
6.b.

6.c.
6.d.

6.e.

Déterminer la loi de X. Faire de méme pour Y.

Soit i et j des entiers naturels non nuls. En distinguant les cas { = j, i < j et i > j, exprimer U‘événement [X = {N[Y = j] a laide
des événements décrits dans l'énoncé.

En déduire la loi du couple (X, Y).

Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

Soit k un entier naturel non nul, montrer 'égalité :

P(D = k) = pPJrf (1= (=)

Montrer que D admet une espérance et que E(D) = f(p, r). Encadrer alors E(D).

eeco EXERCICE 9 - HEC 2008 E
Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On consideére le nuage de points ((x1, y1), (x2, 42), ., (Xn, g,,)) et on suppose que les réels xy, ..., x, ne sont pas tous égaux, et qu'il en est de
méme des réels y1, ..., Yn.
On notera X la moyenne du n-uplet x = (x1, ..., x,) et on définit également . On notera aussi gy et g, les écart-type respectifs.

n

On consideére ensuite la fonction f : (a, b) — Z(axk +b—yi)

No s wh=

k=1

Rappeler l'expression de X et g.

Justifier que le coefficient de corrélation linéaire du couple (x, y), noté r(x, y), existe et rappeler son expression.
Justifier que la fonction f est €7 sur R?.

Démontrer que f possede un unique point critique, noté (E,B) que lon exprimera en fonction de X, 7, a2 et Cov(x, y).
Montrer que ce point critique correspond a un minimum local de f.

Etablir : £(@, b) = no? (1 — r(x, y)?).

En déduire que |r(x, y)| < 1. Que dire du nuage de points lorsque |r(x, y)| =17
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