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⌋⌊ - www.jeremylegendre.frExercices du chapitre 10Étude de fonctions et développements limités

•◦◦◦ Exercice 1 - Recherche de limitesDéterminer un équivalent simple des fonctions suivantes en 0 puis leur limite en 0 :
1. f : x 7−→ 11 − x − ex

2. f : x 7−→ x√1 + x − 1
3. f : x 7−→ (ex − 1)2

x ln(1 + x)
4. f : x 7−→ x2ln(1 + x) + e−x − 1

5. f : x 7−→ 1ex − 1 − 1
x

6. f : x 7−→ 1
x(1 + x) − ln(1 + x)

x2

7. f : x 7−→ 1ln(1 + x) − 1
x

•◦◦◦ Exercice 2Étudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes en 0.
1. f : x 7−→

{
x ln(x2) − 2x si x ̸= 00 si x = 0

2. f : x 7−→

 x21 − e−2x si x ̸= 00 si x = 0
3. f : x 7−→

 xe−x1 − e−x si x ̸= 01 si x = 0
4. f : x 7−→

 −x(1 − x) ln(1 − x) si x ∈] − ∞; 0[∪]0; 1[1 si x = 0
•◦◦◦ Exercice 3 - Position relativeConsidérons la fonction f : x 7−→ x

√1 + x + 1, définie sur [−1; +∞[, et on note Cf sa courbe représentative dans un repère orthogonal du plan.
1. La fonction f est-elle dérivable en −1 ?
2. Déterminer l’équation réduite de la tangente à Cf au point d’abscisse 0.
3. Représenter l’allure de Cf en précisant la position relative de Cf par rapport à la tangente au points d’abscisse 0 au voisinage de 0.

••◦◦ Exercice 4 - Formule de Taylor-YoungSoient I un intervalle de R et a ∈ I .
1. Formule de Taylor avec reste intégral.Démontrer que pour tout n ∈ N, pour toute f ∈ C n+1(I, R) :

∀x ∈ I, f (x) = n∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a) + ∫ x

a

(x − t)n
n! f (n+1)(t)dt

2. Inégalité de Taylor-Lagrange.Démontrer que pour tout n ∈ N, pour toute f ∈ C n+1(I, R) :
∃M ∈ R+ /

∣∣∣∣∫ x

a

(x − t)n
n! f (n+1)(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M|x − a|n+1(n + 1)!
3. Formule de Taylor-Young.En déduire que, pour tout n ∈ N, pour toute f ∈ C n+1(I, R), pour tout x au voisinage de a :

f (x) = n∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a) + o

x→a

((x − a)n)
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