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ProbabilitésVariables aléatoires à densité

Introduction...
Jusqu’à présent, nous n’avons étudié que des variables aléatoires à valeurs discrètes (essentiellement à valeurs dans N même). Or, de façongénérale (au programme d’ECG du moins), les variables aléatoires sont à valeurs réelles.Dans ce chapitre, nous étudierons un certain type de variables aléatoires qui ne sont pas discrètes : les variables aléatoires à densité.Attention, comme nous le verrons, il existe des variables aléatoires réelles qui ne sont ni discrètes ni à densité. Leur étude n’est pas au programme,même si quelques connaissances sont à avoir...
Sans doute que la plus célèbre des lois à densité est la loi normale. Nous l’étudierons dans le chapitre 9 et elle sera également à l’honneur dansle chapitre 11.
Les premières variables aléatoires non discrètes ont été étudiées au XVIIIème siècle, même si le formalisme n’est absolument pas celui étudié depuis.Sans rentrer dans la théorie de la mesure, nous étudierons les premiers aspects des variables aléatoires à densité qui ont ancré davantage encorele lien entre l’analyse et les probabilités, offrant peut-être à ces dernières une place à part entière dans le paysage mathématique actuel.
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Pour bien démarrer...1 # Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur Ω. Définition et propriétés de la fonction de répartition de X .

2 # Une variable aléatoire est discrète si, et seulement si, sa fonction de répartition est :

3 # Intégrales impropres usuelles :

4 # Critères sur les intégrales impropres :

5 # Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (Ω, A,P), indépendantes, telles que X (Ω) ⊂ N et Y (Ω) ⊂ N.Loi de Z = X + Y ?
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Dans tout ce chapitre, (Ω, A,P) désigne un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.On notera FX la fonction de répartition de X .
I Définitions et premiers exemples
I.1 Variable aléatoire à densité

Définition 1 - Variable aléatoire à densité
La variable aléatoire X est à densité lorsque sa fonction de répartition est :

• continue sur R,
• de classe C 1 sur R saut éventuellement en un nombre fini de points.

On sait déjà que FX est croissante sur R et vérifie : lim
x→−∞

FX (x) = 0 et lim
x→+∞

FX (x) = 1... Et réciproquement :
Théorème 1

Soit F une fonction définie sur R.Si F est :
• croissante sur R,
• telle que lim

x→−∞
F (x) = 0 et lim

x→+∞
F (x) = 1,

• continue sur R,
• de classe C 1 sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points,alors il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire à densité dont F est la fonction de répartition.

⋆ Démonstration : Théorème admis. ⋆

Exemples 1
E1 On considère une variable aléatoire X dont la fonction de répartition est FX : x 7−→

 0 si x < 0
x si x ∈ [0; 1]1 si x > 1 .

Représentons FX et montrons que la variable aléatoire X est à densité.

E2 Si X est une variable aléatoire discrète, alors sa fonction de répartition est constante par morceaux sur R ; elle n’estdonc pas continue sur R. La réciproque est vraie : si FXest constante par morceaux sur
R, alors X est discrète.

☞ Rappel...

Conclusion : les variables aléatoires discrètes ne sont pas à densité.
E3 Considérons la fonction F : x 7−→

{ 0 si x < 01 − e−x si x ≥ 0 .Démontrons que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire à densité.
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E4 On considère une variable aléatoire X dont la fonction de répartition est FX : x 7−→
{ 0 si x < 01 − e−x si x ≥ 0 .On note Y la variable aléatoire définie par : Y = max(1, X ). Autrement dit :

∀ω ∈ Ω, Y (ω) = { 1 si X (ω) ≤ 1
X (ω) si X (ω) > 1Montrons que Y n’est ni discrète ni à densité.

I.2 Densité de probabilité
Définition 2 - Densité de probabilité

Soient X une variable aléatoire à densité et FX sa fonction de répartition.Une densité de probabilité de X est une fonction fX , définie sur R, telle que :
• ∀x ∈ R, fX (x) ≥ 0,
• en tout réel x en lequel FX est C 1 , fX (x) = F ′

X (x).
• Puisque FX n’est pas néces-sairement C 1 partout, ces deuxitems ne définissent pas tou-jours une unique fonction.Par conséquent, on parlerad’une densité.
• fX ne sera pas continue là où
FX n’est pas C 1 .
• Si FX est C 1 sur R, alors iln’y a qu’une seule densité : F ′

X ,qui est alors continue sur R.

✘ Attention !

♣ Méthode 1 ♣ Pour montrer que X est à densité et en donner une densité :
• on montre que FX est continue sur R et C 1 sur R sauf éventuellement en un nombre fini depoints,
• on obtient une densité de X en :

⋄ dérivant FX en tout point en lequel elle est C 1 ,
⋄ donnant une valeur arbitraire positive éventuellement ailleurs. Donner la loi d’une variablealéatoire à densité c’est endonner une densité.

☞ Pour info...
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Exemple 2
Reprenons la variable aléatoire X dont la fonction de répartition est FX : x 7−→

 0 si x < 0
x si x ∈ [0; 1]1 si x > 1 .

On sait déjà (Exemples 1 - E1) que X est à densité. Donnons-en une densité.

En pratique, on ne prend pardes valeurs complètement ar-bitraires... On pourrait fairepreuve d’originalité, mais on nele fait pas !On a pour habitude de prolon-ger par continuité (quand c’estpossible) sur un des intervalles.

Petite remarque

On sait déjà comment, à partir de la fonction de répartition, obtenir une densité. Réciproquement :
Théorème 2 - Lien densité / fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire à densité, de densité fX et de fonction de répartition FX .On a :
∀x ∈ R, FX (x) = ∫ x

−∞
fX (t)dt

⋆ Démonstration : Théorème admis. ⋆

Puisque fX n’est pas nécessai-rement continue par morceauxsur R (même si ce sera géné-ralement le cas), cette intégralepeut en fait être impropre endes points intermédiaires entre
−∞ et x ...

⋆Subtile...⋆

Si fX est continue sur R, alors
FX sera C 1 sur R.

Petite remarque

On peut trouver une densité à partir de la fonction de répartition ; et réciproquement...Or, donner une densité de X , c’est en donner la loi...Par conséquent, on retrouve le résultat suivant, très utile sur les variables aléatoires àdensité : la fonction de répartition caractérise la loi.
Finalement, si fX est une densité de X , on a :

• fX est positive sur R,
• fX est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
• ∀x ∈ R, FX (x) = ∫ x

−∞
fX (t)dt , et comme lim

x→+∞
FX (x) = 1, on obtient : ∫ +∞

−∞
fX (t)dt = 1.

Réciproquement :
Théorème 3

Soit f une fonction définie sur R.Si :
• f est positive sur R,
• f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
• l’intégrale ∫ +∞

−∞
f (t)dt est convergente et vaut 1,

alors il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire dont f est une densité.
⋆ Démonstration : Théorème admis. ⋆

On a vu un résultat analoguedans le cas des VA discrètes...
Petite remarque

Quand l’énoncé donnera unedensité fX de X , on prendrasouvent comme X (Ω) l’ensemblesur lequel f n’est pas nulle oubien "le plus petit" ensemble Etel que ∫
E

fX (t)dt = 1...

♥ Astuce du chef ! ♥

Exemples 3
E1 Montrons que la fonction f : x 7−→ 12 e−|x| est une densité de probabilité.
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E2 Montrons que la fonction f : x 7−→
{ 12x2 si x ∈] − ∞; −1] ∪ [1; +∞[0 sinon est une densité de probabilité et détermi-

nons la fonction de répartition d’une variable aléatoire X de densité f .
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I.3 Calculs de probabilités

On voit bien que la loi d’une VAà densité ne peut donc pas êtrela donnée de P([X = x ]), pourtout x ∈ R, comme pour les Vadiscrètes...

☞ Pour info...

Propriétés 1
Soit X une variable aléatoire à densité, de densité fX et de fonction de répartition FX .P1#

∀x ∈ R, P([X = x ]) = 0P2# Pour tout x ∈ R :
P([X < x ]) = P([X ≤ x ])= FX (x)= ∫ x

−∞
fX (t)dt

et :
P([X > x ]) = P([X ≥ x ])= 1 − FX (x)= ∫ +∞

x
fX (t)dt

P3# Pour tous réels a, b tels que a ≤ b :
P([a ≤ X ≤ b]) = P([a < X ≤ b])= P([a ≤ X < b])= P([a < X < b])= FX (b) − FX (a)= ∫ b

a
fX (t)dt

Puisque fX est positive,∫ b

a
fX (t)dt est l’aire sous lacourbe de fX .

Petite remarque

⋆ Démonstration :P1# Soit x ∈ R. De façon générale, on sait que P([X = x ]) est égale à la hauteur du saut de continuité de FX en x . Or, X està densité, donc FX est continue sur R et donc en x .Par conséquent : P([X = x ]) = 0.
En fait : P([X = x ]) =
FX (x)− lim

t→
<

x
FX (t) (et lim

t→
<

x
FX (t) =

P([X < x ])).Ce résultat pourrait être démon-tré avec le théorème de limitemonotone sur les probabilités,qui n’est plus au programme...

☞ Pour info...

P2# Soit x ∈ R.
• On a :

P([X ≤ x ]) = P
([X = x ] ∪ [X < x ]) [X = x ] et [X < x ] sont incompatibles= P([X = x ]) +P([X < x ]) P1= P([X < x ])Et :

P([X ≤ x ]) = FX (x) théorème 2= ∫ x

−∞
fX (t)dt

• On a :
P([X ≥ x ]) = P

([X = x ] ∪ [X > x ]) [X = x ] et [X > x ] sont incompatibles= P([X = x ]) +P([X > x ]) P1= P([X > x ])= P([X ≤ x ])= 1 −P([X ≤ x ])= 1 − FX (x) théorème 2= 1 −
∫ x

−∞
fX (t)dt fX est une densité de probabilité= ∫ +∞

−∞
fX (t)dt −

∫ x

−∞
fX (t)dt

= ∫ +∞

−∞
fX (t)dt + ∫ −∞

x
fX (t)dt relation de Chasles= ∫ +∞

x
fX (t)dt

P3# Soient a, b ∈ R tels que a ≤ b. De la même façon que précédemment, on obtient :
P([a ≤ X ≤ b]) = P([a < X ≤ b])= P([a ≤ X < b])= P([a < X < b])Ensuite :

P([X ≤ b]) = P
([X < a] ∪ [a ≤ X ≤]) [X < a] et [a ≤ X ≤ b] sont incompatibles= P([X < a]) +P([a ≤ X ≤ b])D’où :

P([a ≤ X ≤ b]) = P([X ≤ b]) −P([X < a]) P2= P([X ≤ b]) −P([X ≤ a])= FX (b) − FX (a)= ∫ b

−∞
fX (t)dt −

∫ a

−∞
fX (t)dt relation de Chasles= ∫ b

a
fX (t)dt

⋆
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Exemple 4Reprenons la variable aléatoire introduite dans Exemples 3 - E2.Déterminons :
P([X ≥ 2]) ; P([X ≤ 3]) ; P[X≥2]([X ≤ 3])

II Transformation d’une variable aléatoire
Considérons une variable aléatoire X à densité, de densité fX et de fonction de répartition FX . Pour toute fonction
g définie et continue sur X (Ω), on peut définir la variable aléatoire Y = g(X ).

g(X ) n’est pas forcément àdensité ! Voir Exemple 6 ci-dessous. En revanche, la conti-nuité de g assure que c’est bienune VA (dans le cas discret, lacontinuité n’était pas nécessairepour que g(X ) soit une VA).

✘ Attention !

Traitons quelques cas classiques...
♣ Méthode 2 ♣ Pour déterminer si la variable aléatoire Y = g(X ) est à densité et, le cas échéant,en donner une densité :

• on commence par réfléchir à Y (Ω) (en principe, une inclusion suffit...),
• on détermine la fonction de répartition de Y (on veille à bien justifier les égalités d’évènementsen jeu...),
• on regarde si FY est continue sur R et C 1 sauf éventuellement en un nombre fini de points,
• si c’est le cas, alors on donne une densité en dérivant FY là où elle est C 1 et en donnant desvaleurs "arbitraires positives" ailleurs (attention à la dérivée d’une composée...). Quand cela a du sens :(

f ◦ g
)′ = ..................

☞ Rappel...

Exemples 5Dans tous ces exemples, on considère une variable aléatoire X de densité fX , continue sur R et de fonction de répartition FX .On considère également que X (Ω) = R.E1 Montrons que pour tous a, b ∈ R tels que a ̸= 0, la variable aléatoire Y = aX + b est à densité et donnons-en undensité.
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E2 Montrons que la variable aléatoire Y = exp(X ) est à densité et donnons-en un densité.
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E3 Montrons que la variable aléatoire Y = |X | est à densité et donnons-en un densité.

E4 Montrons que la variable aléatoire Y = X 2 est à densité et donnons-en un densité.
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Et un cas où g(X ) n’est pas nécessairement à densité...
Exemple 6Soit X une variable aléatoire à densité, de densité fX et de fonction de répartition FX . On considère la variable aléatoire

Y = X + |X |. Déterminons, pour tout x < 0, FY (x), puis FY (0). Donnons ensuite une condition suffisante portant sur FX pourque Y ne soit pas à densité.
∀a ∈ R, |a| = ...................

☞ Rappel...
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III Moments d’une variable aléatoire à densité
III.1 Espérance

Définition 3 - Espérance d’une variable aléatoire à densité
Soit X une variable aléatoire à densité, de densité fX .On dit que la variable aléatoire X admet une espérance, notée E(X ), lorsque l’intégrale ∫ +∞

−∞
tfX (t)dt estabsolument convergente et, le cas échéant :

E(X ) = ∫ +∞

−∞
tfX (t)dt On ne peut que voir l’analogieavec les variables aléatoiresdiscrètes... N’est-ce pas ?!

Petite remarque

Exemples 7
E1 Considérons une variable aléatoire X de densité la fonction f : x 7−→ 12 e−|x| (Exemples 3 - E1). Justifions que X possèdeune espérance et calculons-la.

• On sait que :
X admet une espérance si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞

−∞
tf (t)dt est absolument convergente

si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞

−∞
|t|f (t)dt est convergente

si, et seulement si, les intégrales ∫ 0
−∞

|t|f (t)dt et ∫ +∞

0 |t|f (t)dt sont convergentes
si, et seulement si, les intégrales ∫ 0

−∞
−tf (t)dt et ∫ +∞

0 tf (t)dt sont convergentes
si, et seulement si, les intégrales ∫ 0

−∞
tf (t)dt et ∫ +∞

0 tf (t)dt sont convergentes
• ⋄ Pour ∫ +∞

0 tf (t)dt.
⇝ La fonction t 7−→ f (t) est continue sur [0; +∞[, donc l’intégrale ∫ +∞

0 tf (t)dt est impropre en +∞ seule-ment.
⇝ Pour tout t ∈ [0; +∞[, tf (t) = 12 te−t . Et :

➟ par croissances comparées : lim
t→+∞

12 t3e−t = 0. Par conséquent :
tf (t) = o

t→+∞

( 1
t2
)

➟ l’intégrale ∫ +∞

1
1
t2 dt est une intégrale de Riemann convergente (exposant α = 2 > 1).

➟ ∀t ∈ [0; +∞[, tf (t) ≥ 0 ; 1
t2 ≥ 0

Ainsi, par critère de négligeabilité sur les intégrales à intégrande positive, l’intégrale ∫ +∞

1 tf (t)dt estconvergente. On pourrait calculer la valeurde cette intégrale (comment ?),mais ce n’est pas nécessaire ici.
Petite remarque

Par conséquent : l’intégrale ∫ +∞

0 tf (t)dt est convergente.
⋄ Pour ∫ 0

−∞
tf (t)dt.On sait que :

⇝ la fonction f est paire, donc la fonction t 7−→ tf (t) est impaire,
⇝ l’intégrale ∫ +∞

0 tf (t)dt est convergente.
Par conséquent : l’intégrale ∫ 0

−∞
tf (t)dt est convergente et ∫ 0

−∞
tf (t)dt = −

∫ +∞

0 tf (t)dt .
• On en déduit que X admet une espérance et :

E(X ) = ∫ +∞

−∞
tf (t)dt relation de Chasles, licite car les deux intégrales en jeu sont convergentes= ∫ 0

−∞
tf (t)dt + ∫ +∞

0 tf (t)dt

= −
∫ +∞

0 tf (t)dt + ∫ +∞

0 tf (t)dt= 0
E2 Considérons une variable aléatoire X de densité la fonction f : x 7−→

{ 12x2 si x ∈] − ∞; −1] ∪ [1; +∞[0 sinon(Exemples 3 - E2). Justifions que X ne possède pas d’espérance.
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On retrouve les propriétés habituelles sur l’espérance (linéarité, croissance) qui sont rappelées en fin de chapitre.Et, comme pour les variables aléatoires discrètes, on peut déterminer l’espérance de g(X ) en connaissant seulementune densité de X , sans connaître une densité de g(X )...
Théorème 4 - de transfert

Soient X une variable aléatoire à densité, de densité fX nulle en dehors de X (Ω) ainsi que g une fonctioncontinue sur X (Ω) sauf éventuellement en un nombre fini de points.La variable aléatoire g(X ) admet une espérance si, et seulement si, l’intégrale ∫
X (Ω) g(t)fX (t)dt est absolumentconvergente et, le cas échéant :

E
(
g(X )) = ∫

X (Ω) g(t)fX (t)dt

⋆ Démonstration : Théorème admis. ⋆

Si f est nulle en dehors d’unintervalle ]a; b[ (avec a, b ∈ R ∪
{±∞}), alors g(X ) admet uneespérance ssi ∫ b

a
g(t)fX (t)dtest absolument convergente et,le cas échéant : E
(
g(X )) =∫ b

a
g(t)fX (t)dt .

En gros...

Cas particulier important.Sous réserve d’existence :
E(X 2) = ∫ +∞

−∞
t2fX (t)dt

Important !

III.2 Variance et écart-type
Définition 4 - Moments d’une variable aléatoire

Soit r ∈ N. On dit que X admet un moment d’ordre r lorsque X r admet une espérance.Dans ce cas, le moment d’ordre r est E(X r ).
Le moment d’ordre 1 est l’espé-rance...Le moment d’ordre 2 nous in-téressera particulièrement... eton le calculera à l’aide du théo-rème de transfert !

Petite remarque

On retrouve l’analogie avec le cas discret :
Propriété 2

Si X (Ω) est borné, alors X admet un moment à tout ordre.
⋆ Démonstration : On peut toujours considérer unedensité de X qui soit nulle endehors de X (Ω)...

Important !
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⋆

Théorème 5
Soient X une variable aléatoire à densité, de densité fX ainsi que r ∈ N∗ .Si X admet un moment d’ordre r , alors X admet un moment de tout ordre inférieur ou égal à r .

⋆ Démonstration : Supposons que X admette un moment d’ordre r . Ainsi, par théorème de transfert, l’intégrale ∫ +∞

−∞
|tr |fX (t)dtest convergente.Soit q ∈ J1; rK.

On suppose la CV de∫ +∞

−∞
|tr |fX (t)dt pour éta-blir la CV de l’intégrale∫ +∞

−∞
|tq|fX (t)dt ... en utili-sant le critère de comparaisonsur les intégrales impropres àintégrande positive.

Idée de la démonstration

Puisque la fonction t 7−→ tq est continue sur R (car polynomiale, puisque q ∈ N∗), d’après le théorème de transfert, on a :
X admet un moment d’ordre q si, et seulement si, ∫ +∞

−∞
tqfX (t)dt est absolument convergente

si, et seulement si, ∫ 0
−∞

|t|qfX (t)dt et ∫ +∞

0 |t|qfX (t)dt sont convergentes
Soit t ∈ R.

• Si |t| ≤ 1 :Alors, par croissance de la fonction x 7−→ xq sur R+ , on a :
|t|q ≤ 1

• Si |t| > 1 :On a :
q ≤ rD’où, en multipliant par ln(|t|) > 0 (car |t| > 1) :

q ln(|t|) ≤ r ln(|t|)Et, par stricte croissance de l’exponentielle sur R :exp (q ln(|t|)) ≤ exp (r ln(|t|))Autrement dit :
|t|q ≤ |t|rDans les deux cas, on obtient :

|t|q ≤ 1 + |t|rOr, fX (t) ≥ 0, d’où :
|t|qfX (t) ≤ fX (t) + |t|r fX (t)On a ainsi :

• ∀t ∈ R, 0 ≤ |t|qfX (t) ≤ fX (t) + |t|r fX (t).
• Mais :

⋄ l’intégrale ∫ +∞

−∞
fX (t)dt est une intégrale convergente (égale à 1, car fX est une densité de probabilité), donc les

intégrales ∫ 0
−∞

fX (t)dt et ∫ +∞

0 fX (t)dt sont convergentes ;
⋄ l’intégrale ∫ +∞

−∞
|t|r fX (t)dt est une intégrale convergente (car X admet un moment d’ordre r , et par théorème de

transfert, la fonction t 7−→ tr étant continue sur R), donc les intégrales ∫ 0
−∞

|t|r fX (t)dt et ∫ +∞

0 |t|r fX (t)dt sontconvergentes.
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Par conséquent : les intégrales ∫ 0
−∞

(
fX (t) + |t|r fX (t)dt

) et ∫ +∞

0
(
fX (t) + |t|r fX (t)dt

) sont convergentes.
Ainsi, en appliquant deux fois le critère de comparaison sur les intégrales impropres à intégrande positive, les intégrales ∫ 0

−∞
|tq|fX (t)dt

et ∫ +∞

0 |tq|fX (t)dt sont convergentes. D’où l’existence du moment d’ordre q de X .
⋆

Définitions 5 - Variance & écart-type
Soit X une variable aléatoire admettant une espérance.D1# On dit que la variable aléatoire X admet une variance lorsque (X − E(X ))2 admet une espérance.Dans ce cas, on note V(X ) = E

((
X − E(X ))2) (qui est donc un nombre positif ).

D2# Si X admet une variance, alors on note σ (X ) = √V(X ) : c’est l’écart-type de X .
Puisque (X − E(X ))2 ≥ 0,les cas où X n’admet pas devariance sont les cas où cettevariance est infinie : les valeursde X qui ont un poids importantsont trop étalées...

☞ Pour info...

A nouveau, la petite formule qui fait plaisir pour le calcul de la variance :
D’après les théorèmes 2 et3 : si X admet une variance,alors elle admet une espérance(heureusement, vue la formulede KH).La réciproque est utile : si Xn’admet pas d’espérance, alorselle n’admet pas de variance.

Petite remarque

Théorème 6 - Formule de Koenig-Huygens
Soit X une variable aléatoire admettant une espérance.
X admet une variance si, et seulement si, elle admet un moment d’ordre 2 ; et dans ce cas :

V(X ) = E(X 2) −
(
E(X ))2

⋆ Démonstration : Soit X une variable aléatoire admettant une espérance. Raisonnons par double implication pour démontrerl’équivalence, mais commençons déjà par développer (X − E(X ))2 :(
X − E(X ))2 = X 2 − 2E(X )X + E(X )2Ensuite...=⇒ Supposons que X admette une variance. D’après l’égalité ci-dessus, on obtient :

X 2 = (X − E(X ))2 + 2E(X )X + E(X )2
Mais X admet une variance, donc (X −E(X ))2 admet une espérance ; tout comme X et E(X )2 (qui est une variable aléatoireconstante).Donc X 2 est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une espérance : par conséquent, elle admetégalement une espérance.Autrement dit, X admet un moment d’ordre 2.

⇐= Supposons que X admette un moment d’ordre 2.On avait : (
X − E(X ))2 = X 2 − 2E(X )X + E(X )2Mais comme X admet un moment d’ordre 2, X 2 admet une espérance ; ce qui est également le cas de X et E(X ).Donc (X − E(X ))2 est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une espérance : par conséquent, elleadmet également une espérance. Autrement dit, X admet une variance.Et, si X admet un moment d’ordre 2 (et donc une variance), on a :

V(X ) = E
((

X − E(X ))2)= E
(
X 2 − 2E(X )X + E(X )2) linéarité de l’espérance= E(X 2) − 2E(X )E(X ) + (E(X ))2= E(X 2) −

(
E(X ))2

⋆

Parfois, l’énoncé fait calculer
E(X (X − 1)) puis demanderd’en déduire V(X )... Il suffit deremarquer que : E(X (X − 1)) =
E(X 2)− E(X ), pour ensuite avoir
E(X 2) et enfin V(X ).

Important !
♣ Méthode 3 ♣ Pour étudier l’existence et, le cas échéant, calculer une variance :on regarde si X admet un moment d’ordre 2 (avec le théorème de transfert), puis deux cas :

• si non, alors X n’a pas de variance ;
• si oui, alors on calcule E(X 2), puis on calcule V(X ) avec la formule de Koenig-Huygens.

Exemple 8La variable aléatoire X (Exemples 7 - E2) n’admet pas d’espérance ; elle n’admet donc pas de moment d’ordre 2 et pas non-plusde variance.
Là encore, les propriétés habituelles sur la variance sont encore valables et sont rappelées en fin de chapitre.
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III.3 Variable aléatoire centrée, réduite, centrée & réduite.
Définitions 6 - VA centrée / réduite

D1# Si X admet une espérance, on dit que X est centrée lorsque E(X ) = 0.D2# Si X admet une variance, on dit que X est réduite lorsque σ (X ) = 1.

Si σ (X ) ̸= 0, on note parfois
X ∗ = X − E(X )

σ (X ) la variablealéatoire centrée réduite asso-ciée à X .

✎ Notation

Propriété 3
Si X admet une espérance et une variance et si V(X ) ̸= 0, alors :

• la variable aléatoire X − E(X ) est centrée ;
• la variable aléatoire X − E(X )

σ (X ) est centrée réduite.
⋆ Démonstration : Les propriétés sur l’espérance et la variance permettent de démontrer sans effort ces deux résultats... ⋆

IV Indépendance de variables aléatoires à densité
Définitions 7 - Indépendance de VA

D1# Soient X et Y deux variables aléatoires à densité.On dit que X et Y sont indépendantes lorsque :
∀I, J ⊂ R, P

([X ∈ I ] ∩ [Y ∈ J ]) = P([X ∈ I ]) × P([Y ∈ J ])
D2# Soient n ∈ J2; +∞J et X1, X2, ..., Xn des variables aléatoires à densité.On dit que les variables aléatoires X1, X2, ..., Xn sont mutuellement indépendantes lorsque :

∀I1, I2, ..., In ⊂ R, P
( n⋂

k=1[Xk ∈ Ik ]) = n∏
k=1P([Xk ∈ Ik ])

D3# Soit (Xk )k∈N∗ une suite de variables aléatoires à densité.On dit que la suite (Xk )k∈N∗ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes lorsque,pour tout n ∈ N∗ , les variables aléatoires X1, ..., Xn sont mutuellement indépendantes.
Et le fameux :

Propriété 4 - Lemme des coalitions
Soient n ∈ J3; +∞J et (Xk )k∈J1;nK une suite de n variables aléatoires discrètes.Si les variables aléatoires X1, X2, ..., Xn sont indépendantes, alors pour tout p ∈ J2; n − 1K, toute variablealéatoire fonction des X1, ..., Xp est indépendante de toute variable aléatoire fonction des Xp+1, ..., Xn .

⋆ Démonstration : Théorème admis. ⋆
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♣ Méthode 4 ♣ Deux méthodes classiques...1. Pour la loi de Z = min(X, Y ) si X et Y sont indépendantes :
P([Z > z]) = P

([min(X, Y ) > z])= P
([X > z] ∩ [Y > z]) indépendance de X et Y= P([X > z]) × P([Y > z])= (1 −P([X ≤ z]))(1 −P([Y ≤ z]))= (1 − FX (z))(1 − FY (z))Puis on donne P([Z ≤ z])...2. Pour la loi de Z = max(X, Y ) si X et Y sont indépendantes :

P([Z ≤ z]) = P
([max(X, Y ) ≤ z])= P
([X ≤ z] ∩ [Y ≤ z]) indépendance de X et Y= P([X ≤ z]) × P([Y ≤ z])= FX (z)FY (z)Dans les deux cas, on regarde ensuite si Z est à densité et, le cas échéant, on en donne une densité.

Pour tous réels x, y, z :min(x, y) > z ⇐⇒
{

x > z
y > zmax(x, y) ≤ z ⇐⇒

{
x ≤ z
y ≤ z

➠Ré�exe !

Méthode identique pourmin(X1, X2, ..., Xn) etmax(X1, X2, ..., Xn) si
X1, X2, .., Xn sont indépen-dantes.

Petite remarque

Le travail sur la somme de variables aléatoires à densité indépendantes n’est pas auprogramme en mathématiques appliquées, mais il arrive régulièrement que l’énoncéfournisse les résultats nécessaires à une telle étude. Nous verrons un exemple dansle chapitre 9.
Petite remarque

Exemple 9On considère une suite de variables aléatoires indépendantes (Xk )k∈N∗ telles que pour tout k ∈ N∗ , la fonction de répartition
de Xk est F : x 7−→

 0 si x < 0
x si x ∈ [0; 1]1 si x > 1 . Soit n ∈ N∗ . On pose Mn = max(X1, X2, ..., Xn). Démontrons que Mn est une

variable aléatoire à densité et donnons-en une densité.
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V Comparatif VA discrètes / VA à densité
Variables aléatoires discrètes Variables aléatoires à densité

Donnée de la loide probabilité X (Ω) est fini ou dénombrable et on donne la fonction de
masse :
• P([X = n]) pour tout n ∈ X (Ω)
• P([X = n]) = 0 pour tout n en dehors de X (Ω)
• On a : ∑

n∈X (Ω)P([X = n]) = 1
X (Ω) est un intervalle (ou union d’intervalles) de R et ondonne une fonction de densité :
• fX est continue sur R sauf éventuellement en un nombrefini de points
• fX est positive sur R

•
∫ +∞

−∞
fX (t)dt est convergente et vaut 1

Calculs deprobabilités •
P([a ≤ X ≤ b]) = ∑

n∈X (Ω)
a≤n≤b

P([X = n])
= FX (b) − FX (a) +P([X = a])

• P([X ≤ b]) = ∑
n∈X (Ω)

n≤b

P([X = n])
• P([X ≥ a]) = ∑

n∈X (Ω)
n≥a

P([X = n])

•
P([a ≤ X ≤ b]) = ∫ b

a
fX (t)dt

= FX (b) − FX (a)
• P([X ≤ b]) = ∫ b

−∞
fX (t)dt

• P([X ≥ a]) = ∫ +∞

a
fX (t)dt

• P([X = a]) = 0 ;
P([X < b]) = P([X ≤ b]) ; P([X > a]) = P([X ≥ a])

Propriétés de lafonction derépartition FX

• FX est constante par morceaux
• FX est discontinue en chaque n ∈ X (Ω)
• le saut de continuité en n est égal à P(X = n)
• ∀n ∈ X (Ω), P([X ≤ n]) −P([X ≤ n − 1]) = P(X = n)

• FX continue sur R
• FX est C 1 sur R sauf éventuellement en un nombre fini depoints
• pour tout x où FX est C 1 : F ′

X (x) = fX (x)
Indépendance Pour tout (x, y) ∈ X (Ω) × Y (Ω) :

P
([X = x ] ∩ [Y = y]) = P([X = x ]) × P([Y = y])

Pour tous intervalles I, J de R :
P
([X ∈ I ] ∩ [Y ∈ J ]) = P([X ∈ I ]) × P([Y ∈ J ])

Espérance (siexistence) • X a une espérance ssi ∑
n∈X (Ω) |nP([X = n])| est convergente

• E(X ) = ∑
n∈X (Ω) nP([X = n])

• X a une espérance ssi ∫ +∞

−∞
|tfX (t)|dt est convergente

• E(X ) = ∫ +∞

−∞
tfX (t)dt

Théorème detransfert • g(X ) a une espérance ssi ∑
n∈X (Ω) |g(n)P(X = n)| est conver-

gente
• E
(
g(X )) = ∑

n∈X (Ω) g(n)P([X = n])
et en particulier : E(X 2) = ∑

n∈X (Ω) n
2P([X = n])

Si g est continue sur X (Ω) :
• g(X ) a une espérance ssi ∫

X (Ω) |g(t)fX (t)|dt est convergente
• E
(
g(X )) = ∫

X (Ω) g(t)fX (t)dt

et en particulier : E(X 2) = ∫
X (Ω) t2fX (t)dt

Variance (siexistence) V(X ) = E
((

X − E(X ))2)
Formule deKeonig-Huygens V(X ) = E(X 2) − E(X )2

Propriétés del’espérance et dela variance

Soient a, b ∈ R et n ∈ N∗ .
• Linéarité de l’espérance. Si X et Y ont une espérance, alors, aX + bY aussi et : E(aX + bY ) = aE(X ) + bE(Y ).
• Croissance de l’espérance. Si X et Y ont une espérance et P([X ≤ Y ]) = 1, alors E(X ) ≤ E(Y ).
• Si X a une variance, alors aX + b aussi et : V(aX + b) = a2V(X ).
• Si X et Y ont une espérance et sont indépendantes, alors XY a une espérance et E(XY ) = E(X )E(Y ).
Si X1, ..., Xn ont une espérance et sont indépendantes, alors n∏

k=1 Xk a une espérance et E

( n∏
k=1 Xk

) = n∏
k=1 E(Xk ).

• Si X et Y ont une variance et sont indépendantes, alors X + Y a une variance et V(X + Y ) = V(X ) + V(Y ).
Si X1, ..., Xn ont une variance et sont indépendantes, alors n∑

k=1 Xk a une variance et V

( n∑
k=1 Xk

) = n∑
k=1 V(Xk ).

On admet que l’on peut étendre les propriétés sur l’espérance et la variance, vues dans le cas discret (et démontrées dans le chapitre 2) au casdes variables aléatoires à densité. Il nous manque des outils pour les démontrer dans ce cas-ci.On admet également que l’on peut définir l’indépendance (celle dans le cas à densité), l’espérance et la variance pour des variables aléatoiresni discrètes, ni à densité. Puis on admet ensuite que les propriétés énoncées en fin de tableau sont valables dans ce cas de figure.
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