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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE

TOUT SUR LES VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

EXERCICE 1 - DEMONSTRATIONS DE COURS
+00
1. Proposer deux méthodes pour établir la convergence de / e " dt.
—0Q

2. Démontrer les résultats obtenus sur les fonctions de répartition, les espérances et variances des lois a densité usuelles.

EXERCICE 2 - AMUSEMENT SUR LA LOI NORMALE
Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale d'espérance 1. On note a = P((X < —2]). Exprimer en fonction de «a les probabilités
suivantes :

1. P(X > —2)

2. P(-2< X <1)
3. P(X > 4)

4. P(-2< X < 4)

EXERCICE 3 - Du MINIMUM...
Soient n € [2;4o00[ ainst que Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes toutes définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P). On
note M, = min(X, ..., X;).

1. On suppose que Xj, ..., X, suivent toutes la lot uniforme sur [0; 1]. Démontrer que M, est une variable aléatoire a densité et en déterminer
une densité.

2. On suppose que X, ..., X, suivent toutes la loi exponentielle de parameétre A > x0. Démontrer que M, est une variable aléatoire a
densité et en déterminer une densité.

EXERCICE 4

1
Considérons la fonction f : x — ie"x‘.

Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité. Dans la suite, on notera X une variable aléatoire de densité f.
Déterminer la fonction de répartition de X.

Démontrer que la variable aléatoire | X]| est a densité et reconnaltre sa loi.

Hw N

En déduire un programme Python permettant de simuler une réalisation de la variable aléatoire X.

EXERCICE 5 - Lol LOGISTIQUE
1

T+e
1. Démontrer que X est une variable aléatoire a densité puis en déterminer une densité, notée f.

On considere une variable aléatoire X dont la fonction de répartition est la fonction F : x —

2. Etudier la parité de la fonction f.

3. En déduire que X admet une espérance et la déterminer.

U
4. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur |0; 1. Déterminer la lot de la variable aléatoire In (m )

5. En déduire un programme Python permettant de simuler une réalisation de la variable aléatoire X.

EXERcCICE 6 - EDHEC 2005 E
a1 =8  sitel0;1]

Dans cet exercice, a désigne un réel strictement positif et on considere la fonction f définie sur R par: vVt € R, f(t) = «[ 0 <inon

1. 1.a. Pour tout x € [0; 1], calculer / f(t)dt.
0

1
1.b. En déduire que / f(t)dt est une intégrale convergente et donner sa valeur.
0

1.c. Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.
Dans la suite, on considére une variable aléatoire X, de densité f et de fonction de répartition F.
2. Expliciter F(x) pour tout réel x.

3. La suite de lexercice a pour but de déterminer l'espérance et la variance de la variable aléatoire X.
Pour cela, on pose ¥ = —In(1 — X) et on admet que Y est une variable a densité. On note G sa fonction de répartition.
3.a. Pour tout réel x, exprimer G(x) en fonction de x.
3.b. En déduire que Y suit la lot exponentielle de paramétre a.
3.c. Démontrer que la variable aléatoire e™" posséde une espérance et donner sa valeur en fonction de a.
3.d. Exprimer X en fonction de Y puis en déduire que X posséde une espérance que l'on exprimera en fonction de a.
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a

3.e. Montrer que la variable aléatoire =" posséde une espérance et que E(e’zy) o
a

En déduire la variance de e~ puis la variance de X.

eeco0 EXERCICE 7 - EDHEC 2001 E (Lol DE RAYLEIGH DE PARAMETRE 1)

0
On considere la fonction f définie sur R par Vx € R, f(x) = {

1
2
3.
4

. On appelle mode de la variable aléatoire X tout réel x en lequel f atteint son maximum.

o1

six <0

_XZ .
xe"Z six>0

. Montrer que f est une densité de probabilité. Soit donc X une variable aléatoire de densité f.

. Déterminer la fonction de répartition Fx de X.

1
En déduire la médiane de X, notée med(X), cest a dire le réel a pour lequel P(X < a]) = 5

Montrer que X n'admet qu'un seul mode, notée M, et le déterminer.

. En utilisant un résultat connu concernant la loi normale, établir que X posséde une espérance et la calculer.
. Justifier que X admet une variance et la calculer.
. On désigne par G la fonction de répartition de la variable aléatoire Y = X?2.

7.a. Exprimer G en fonction de Fx.
7.b. En déduire que Y est une variable aléatoire a densité. Reconnatltre la lot de Y.
7.c. Ecrire un script Python qui permet de simuler la variable aléatoire X.

eeco EXERCICE 8 - EDHEC 2002 E
On considére une variable aléatoire X suivant la lot exponentielle de parametre A > 0. On pose Y = | X].

1.

1.a. Justifier que Y est a valeurs dans N.

1.b. Pour tout k € N*, calculer P([Y = k —1]).

1.c. En déduire que la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique dont on donnera le parametre.
1.d. Justifier alors que Y posséde une espérance et une variance et les déterminer.

Onpose Z=X—-Y.

2.a. Déterminer Z(Q).

2.b. Etablir : B

Vx € [0:1], P(Z < x]) = %

2.c. En déduire que Z est une variable aléatoire a densité et en donner une densité.
2.d. Démontrer que Z admet une espérance et la déterminer.
Ce résultat état-il prévisible?

eeco EXERCICE g - EcricoME 2003 E
Sous diverses hypothéses, l'exercice différentes situations probabilistes concernant une entreprise de construction produisant des objets sur
deux chalnes de montage A et B qui fonctionnent indépendamment l'une de l'autre. Pour une chailne donnée, les fabrications des piéeces sont
indépendantes.

PARTIE 1

On suppose que A produit 60% des objets et B en produit 40%. La probabilité qu'un objet construit par la chaine A soit défectueux est 0,1 alors
que la probabilité pour qu'un objet construit par la chaine B soit défectueux est 0, 2.

1.

2.

On choisit au hasard un objet a la sortie de l'entreprise. On constate que cet objet est défectueux. Calculer la probabilité qu'il provienne
de la chalne A.

On suppose que le nombre d'objets produits par A en une heure est une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de paramétre
A =20. On note X la variable aléatoire représentant le nombre d'objets défectueux produits par A en une heure.

2.a. Rappeler la lot de Y, son espérance et sa variance.

2.b. Soit n € N. Pour k € X(Q), donner Pjy_([X = k]). On distinguera les cas k < n et k > n.

2.c. En déduire que X suit une loi de Poisson de parameétre 2.

PARTIE 2.

On considere la fonction f : t — 1+

OF » W N =

0 sit<0

. Montrer que f est une densité de probabilité, d'une variable aléatoire que l'on notera Z.

. Déterminer la fonction de répartition F, de Z.

. Démontrer que Z admet une espérance et la déterminer.

. La variable aléatoire Z admet-elle une variance?

. Dans cette question, on suppose que le temps de fabrication, exprimé en minutes, d'une piéce par la chatne A (respectivement B) est une

variable aléatoire Z; (respectivement 25) ou Z; et Z, sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi que Z.
5.a. Déterminer les probabilités :
P(Z >2) : P2 <3) ; Pz <3)

5.b. On note T = max(Z;; £,). Exprimer la fonction de répartition de T en fonction de F7. En déduire que T est une variable aléatoire
a densité dont on donnera une densité.
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PARTIE 3.

On suppose maintenant que pour qu'une piece soit terminée, il faut qu'elle passe par la chalne A puis par la chatne B. Le temps de passage,
exprimé en minutes, pour un objet sur la chalne A est est une variable aléatoire M suivant la lot exponentielle de paramétre 2. Le temps de
passage, exprimé en minutes, pour un objet sur la chalne B est est une variable aléatoire N suivant la lot uniforme sur [0; 1],

1. Rappeler lexpression d'une densité de probabilités v de M et w de N.

2. On note S la variable aléatoire égale au temps total de fabrication d'une piece. Déterminer le temps moyen de fabrication d'une piece.

EXERCICE 10 - EcricomE 2001 E
Un systéme est constitué de n composants (avec n € [2; +oo]). On suppose que les variables aléatoires Ty, T2, ..., T, mesurant le temps de
fonctionnement de chacun des n composants sont indépendantes, toutes de lot exponentielle de parametre A > 0.

PARTIE 1. NOMBRE MOYEN DE COMPOSANTS DEFAILLANTS ENTRE LES INSTANTS O ET t
Pour tout t € R*, on note N, la variable aléatoire égale au nombre de composants défaillants entre les instants O et t.
1. Pour tout € [1; n], calculer P([T; < tJ).

2. Montrer que N; suit une lot binomiale dont on précisera les paramétres et l'espérance.

3. A partir de quel instant ty le nombre moyen de composants défaillants dépasse-t-il la moitié du nombre de composants?

PARTIE 2. MONTAGE EN SERIE
On suppose que le systéme fonctionne si tous les composants eux-mémes fonctionnent et on note S, la variable aléatoire égale a la durée de
fonctionnement du systeme.

1. Pour t € R, exprimer [S, > t] en fonction des événements [T; > t] pour i € [1;n].

2. Déterminer alors la fonction de répartition de S, puis reconnaltre sa loi. Donner alors l'espérance et la variance de S,

PARTIE 3. MONTAGE EN PARALLELE
On suppose maintenant que le systeme fonctionne tant qu'au moins un des composants fonctionne et on note U, la variable aléatoire égale a
la durée de fonctionnement du systeme.

1. Pour t € R, exprimer [U, < t] en fonction des événements [T; < t] pour i € [1;n].

nA(T—e™ ) Te™ it >0

2. Déterminer alors la fonction de répartition de U, puis montrer qu'elle admet pour densité la fonction g, : t — { 0 <inon

3. Montrer lexistence de E(U,) et prouver :

n—1
1 (=1 n
E - _
(Un) A k+1\k+1
k=0
puts :
1
E(Uﬂ+1) - E(Un) = )\(n + 1)
1 k1 1
4. 4.a. Soit k € N*. Démontrer : —— < —dt < —
k41 B t k
1 " 1
4.b. Dé : - — - - ——
b. Démontrer ; P 1< 1 tdtg 2 P

n

1
4.c. En dédulre:% P tn(n).
k=1

5. Déduire des questions précédentes un équivalent simple de E(U,) lorsque n — +o0.

eeco EXERCICE 11 - EML 2023 E

L'objet de l'exercice est d'introduire la fonction d'entropie qui mesure U'incertitude sur la valeur prise par une variable aléatoire donnée.
Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel non nul. Les parties I et Il sont indépendantes mais utilisent des résultats de la partie |.
PARTIE |. PRELIMINAIRE

1. Soit h la fonction définie sur R™ par : Vx € R™, h(x) = { xlnfx) - stx>0

0 six=0 "
1.a. Démontrer que la fonction h est continue sur R*.
1.b. La fonction h est-elle dérivable en 07
1.c. Déterminer les antécédents de O par la fonction h.
2. Pour tout x € [0; 1], on pose g(x) = —h(x) — h(1 — x). Dresser le tableau de variations de la fonction g.
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PARTIE II. DES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

St X est une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, A, IP), Uentropie de X est, sous réserve d'existence :

HIX) == > h(P(X =x))

XEX(Q)

En particulier, lorsque X est a valeurs dans un ensemble fint {x, ..., x,} C R, lentropie de X existe toujours et :
HIX) == hip:)
i=1

ou, pour tout i € [1;n], pi = P(IX = xi)).
3. Dans cette question, U est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme discréte sur [1; n]. Déterminer H(U).

4. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre p €]0; 1[. Démontrer que H(X) < In(2) avec égalité si, et seulement

1
si, p= 5 On pourra utiliser la question 2..

5. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de Bernoulli de parameétres respectifs p; et p,, définies sur
le méme espace probabilisé.
Soit Z la variable aléatoire telle que :

e Z(Q)={0;1};

e l'évenement [Z = 1] est réalisé si, et seulement si, l'évenement "X; + X, est impair’ est réalisé.
On définit le réel p par: p =P(Z =1]).
5.a. Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire X; + X57
5.b. Démontrer que p = p1(1 — p2) + p2(1 — p1).
5.c. Vérifier que 1 —2p = (1 —2p1)(1 — 2p2).

6. Soient p €]0; 1] et (Xk)gen+ une suite de variables aléatoires (mutuellement) indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre p.
Pour tout n € N*, on pose S, = ZXk et on considere la variable aléatoire Z, telle que :
k=1

L4 Z,,(Q) = {Or/l},

o ['événement [Zn = 1] est réalisé si, et seulement si, l'événement 'S, est impair" est réalisé.
6.a. Soit n € N*. Quelle est la loi de la variable aléatoire S,?
6.b. Démontrer que pour tout n € N*, ona: 1—=2P(Z, =1]) = (1—2p)".
6.c. Démontrer que pour tout n € N*, H(Z,) < In(2). Dans quel(s) cas a-t-on égalité?

PARTIE IIl. DES VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE
St X est une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q), A, IP) de densité f, on dit que X admet une entropie lorsque l'intégrale impropre

+oo
/ ho f(t)dt converge absolument; U'entropie de X est alors :

00

+00
H(X):f/ hof(t)dt
7. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [a; b], ol a et b sont des réels tels que a < b.
7.a. Démontrer que U admet une entropie.
7.b. Déterminer H(U).

8. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre A > 0, de densité f.

+00
8.a. Justifier la convergence de l'intégrale impropre / tf(t)dt et déterminer sa valeur.
0

8.b. Démontrer que X admet une entropie et que H(X) =1 — n(A).

9. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale .#"(17; a%), ol m € R et ¢ > 0. On note ® la densité usuelle de la variable aléatoire
X.

+00

9.a. Donner lespérance et la variance de X. En déduire la valeur de l'intégrale impropre / £ o(t)dt.

—0Q

1+ In(270?
9.b. Démontrer que X admet une entropie et que H(X) = %ﬁo).

eeco EXERCICE 12 - EML 2019 E
Dans ce probleme, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé noté (QQ, A, P).

EXERCICES DU CHAPITRE g - Page 4/6



PARTIE A : DES RESULTATS PRELIMINAIRES

Soient U et V deux variables aléatoires a densité indépendantes, de densités respectives f;, et fy et de fonctions de répartition respectives F,
et F\/A
On suppose que les fonctions fy et fy sont nulles sur | — oo, 0] et continues sur [0, +oq.

1. 1.a. Justifier : Vt € [0, +o0[, 0 < Fu(t)fy(t) < fu(t).
+00
1.b. En déduire que l'intégrale / Fu(t)fy(t)dt converge.
0

On admet le résultat suivant : .
/ Fu(t)fy(t)dt = P(U < V)
0

2. En déduire : P(U > V) = /Om (1= Fu(t)) fu(t)dt.

3. Exemple : Soient A, € R. On suppose dans cette question que U suit la loi exponentielle de paramétre A et que V suit la loi
exponentielle de parameétre p1.

3.a. Rappeler, pour tout t de R™, une expression de Fy(t) et de fy(t).

3.b. En déduire : P(U > V) = ﬁ

PARTIE B : UNE APPLICATION

Soit A € R} On considére une suite (T,),en de variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi exponentielle de paramétre A,
On définit ensuite la variable aléatoire N égale au plus petit entier k de N* tel que T, < Ty si un tel entier existe et égale a 0 sinon.
4. Soit n € N*. On définit la variable aléatoire M, par :M, = min(Ty, ..., T,).
4.a. Calculer, pour tout t de R, P(M, > t]).
4.b. En déduire la fonction de répartition de M, sur R.
Reconnaltre la loi de M, et préciser son (ses) parameétre(s).
1
5. 5.a. Montrer : P(N =1)) = P(Th < Tp)) = 3
5.b. Justifier : Vn € N*, [N > nJU[N = 0] = [M, > Tyl.
En déduire, pour tout n de N*, une expression de P ([N > n] U[N = 0]) en fonction de n.
1

n(n+1)

5.c. Montrer alors : ¥n € N\ {0,1}, P(N = n)) =
5.d. En déduire la valeur de P([N = 0]).

6. La variable aléatoire N admet-elle une espérance?
eeco EXERCICE 13 - EDHEC 2016 E

e Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (Q), A, P). On désigne par p
un réel de 10, 1].

e On considére deux variables aléatoires indépendantes U et V, telles que U suit la loi uniforme sur [—3, 1], et V suit la lot uniforme sur
[—1.3]
e On considere également une variable aléatoire Z, indépendante de U et V, dont la loi est donnée par :

P(Z=1)=p et P(Z=-1)=1-p
e Enfin,on note X la variable aléatoire, définie par :

Ulw) st Z(w)=1

Ywe Q, X(W):{ Viw) st Z(w) = —1

e On note Fy, Fy et Fy les fonctions de répartition respectives des variables X, U et V.
1. Donner les expressions de Fy(x) et Fy(x) selon les valeurs de x.
2. 2.a. Etablir, grace au systéme complet d'événements (7 = 1],[Z = —1)), que :
Vx € R, Fx(x) = pFu(x)+ (1 = p)Fv(x)
2.b. Vérifier que X(Q) =[—3, 3] puis expliciter Fx(x) dans les cas :
x< =3 —3<x<-1, —-1<x<1, 1<x<3 et x>3

2.c. On admet que X est une variable a densité. Donner une densité fx de la variable aléatoire X.
2.d. Etablir que X admet une espérance E(X) et une variance V(X), puis les déterminer.

3. On se propose de montrer d'une autre facon que X posséde une espérance et un moment d'ordre 2 puis de les déterminer.

3.a. Vérifier que l'on a :
1+7 N \/1 -7
2 2

3.b. Déduire de l'égalité précédente que X possede une espérance et retrouver la valeur de E(X).

X=U
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3.c. En déduire également que X possede un moment d'ordre 2 et retrouver la valeur de E(XZ).
4. 4.a. Soit T une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parameétre p.
Déterminer la loi de 27 — 1.
4.b. Ecrire des commandes Python permettant de simuler U, V.Z, puis X.

eeco EXERCICE 14 - EDHEC 2012 E
Dans tout l'exercice, A désigne un réel strictement positif et on considere la fonction f définie sur R par : Vx € R, f(x) = )\\x|e’“2,
1. 1.a. Montrer que la fonction f est paire.
+0o0
1.b. Etablir la convergence de l'intégrale / f(x)dx et la calculer.
0
1.c. Montrer enfin que la fonction f peut étre considérée comme densité d'une variable aléatoire X que l'on suppose, dans la suite,
définie sur un certain espace probabilisé (Q, A, IP).

+00
1 [
2. 2.a. Justifier que l'intégrale / e dx est convergente et quelle vaut =/ —.
0

2V A
+00
2.b. Montrer que l'intégrale / xf(x)dx est convergente et la calculer.
0

2.c. En déduire que la variable aléatoire X possede une espérance et donner sa valeur.

+o0
3. 3.a. Montrer, grace a une intégration par parties, que l'intégrale / x*f(x)dx est convergente et la calculer.
0

3.b. En déduire que la variable aléatoire X possede une variance et donner sa valeur.
4. On pose Y = X? et on admet que Y est une variable aléatoire.
4.a. Donner Uexpression de la fonction de répartition de Y, notée Fy, a l'aide de celle de la variable aléatoire de X, notée Fyx.
4.b. Justifier que Y est une variable aléatoire a densité et en donner une densité, notée fy, puis vérifier que Y suit une loi exponentielle
de parametre A.
4.c. Retrouver alors la valeur de V(X).
5. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0; 1.

5.a. On pose W = %1 In(1 — U) et on admet que W est une variable aléatoire.
Reconnaltre la loi suivie par la variable aléatoire W.
6. 6.a. Déduire des questions précédentes une fonction Python d'en-téte qui simule une réalisation de |X]|.
6.b. Justifier que la probabilité que X prenne des valeurs positives est égale a la probabilité que X prenne des valeurs négatives.
6.c. En déduire, en utilisant les résultats des questions 4. et 5. une fonction Python qui simule une réalisation de X.

On suppose, dans la suite, que le parametre A est inconnu et on souhaite l'estimer en utilisant la loi de Y.
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considére n variables aléatoires Y,..,Y,, supposées définies sur (Q), A, P). On
suppose qu'elles sont indépendantes et de méme loi que Y.

7. On considere des réels xi,..,x, strictement positifs, ainsi que la fonction L, a valeurs dans R, définie sur |0, +o0| par : VA €0, +oq],
LA =[x
7.a. E>k<:rlmer L(A), puis In (L()k)) en fonction de A, xy,...X,.
7.b. On considére la fonction ¢, définie pour tout réel A de |0, +o0[ par : @(A) = nln(A) — )\ix,«
Montrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un seul réel que l'on notera z ekt::que l'on exprimera en fonction de xi,...x,.

Que peut-on dire de z pour la fonction L?
n

n .
)
k=1
On admet que Z, est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur l'espace probabilisé (Q2, A, IP).
La suite (Z,)n>2 est appelée estimateur du maximum de vraisemblance pour A.

8. On pose dorénavant, toujours avec n supérieur ou égal a 2, Z, =

n
8.a. Pour tout n € N, on définit la variable aléatoire S, par: S, = Z Ye.
k=1
On admet le résultat suivant :

Soient X et Y deux variables aléatoires a densité indépendantes définies sur le méme espace probabilisé, de densités respectives
fx et fy telles que fx et fy soient bornées.

Alors la variable aléatoire X 4 Y est une variable aléatoire a densité et une densité de X + Y est donnée par la fonction h définie
sur R par :

+00
h:x— / fx(t)fy(x — t)dt

En utilisant la propriété admise, montrer que, pour tout n € N*, la variable aléatoire S, est une variable aléatoire a densité et
admet pour densité la fonction f, définie par :

0 sit <0
. )\I)
fn e t”7197/\t sit 2 0
(n ="
400 n
8.b. Soit n > 2. En remarquant que / fo_1(t)dt =1, montrer que Z, possede une espérance et : E(Z,) = - 1)\,
) _

8.c. Déterminer une variable aléatoire Z/

n

ne dépendant pas de A, mais exprimée en fonction de Z, dont l'espérance est égale a A.

EXERCICES DU CHAPITRE g - Page 6/6



