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POUR BIEN DEMARRER...
1 # Définitions.

1. Equation différentielle linéaire d'ordre n & coefficients constants :

2. Structure de l'ensemble des solutions d'une EDL :

2 # Soient a € R, / un intervalle de R et b une fonction continue sur /. Résolution de y’ 4+ ay = b, d'inconnue y € € (/,R).

3# Soient a,b € R, | un intervalle de R et ¢ une fonction continue sur /. Résolution de y” + ay’ + by = ¢, d'inconnue y € €*(/,R).

4 # Qu'est-ce qu'un probléme de Cauchy? Qu'en dire?
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Dans tout le chapitre, / désigne un intervalle non vide de R.

|  GENERALITES

|1 SYSTEMES DIFFERENTIELS

DEFINITIONS 1 - SYSTEMES DIFFERENTIELS, SOLUTION

D1# Soient n € N*, (a. ) jepingz € R™ et b1, ..., b, des fonctions définies et continues sur /.
On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants de taille n tout systéme de la forme : {_ Vocabulaire

es réels a;; sont les coeffi-

cients du systeme différentiel.

X1/ = a1 xq + aq2x2 + + aq,nXn + bq
/
X, = ady1Xy  + axpxp + ..+ dupXy + b, X Attention !
ﬂ s'agit d'égalités de fonctions !
X, = GniX1 4+ GupX2 4+ .. 4+ dupXe + by

ol X1, ..., X, € €"(I,R) sont les fonctions inconnues.

En notant :
L B O R )
az1 422 ... dzp
o A= ,
apn ap? ce dnn
X1 XW/ En fait, X" n'est pas qu'une no-
¥ / tation... St lon définissait une
2 %2 norme sur M, 1(R) (ce n'est
e X=|  |etX =[] Mo
: : pas ce qui manque), on pour-
: rait donner une définition de
Xp X,/7 dérivabilité pour les fonctions
X:l—R"
by
b,
e B= ,
b, X Attention !
le systeme différentiel peut se réécrire : A est une matrice carrée de
y p réels, X, X’ et B sont des fonc-
tions de / dans M, 1(R), et
! n, g
X' =AX+B X' = AX + B est une éqalité de
fonctions !

Petite remarque

D2# Un systéme différentiel linéaire homogéne a coefficients constants est un systéme linéaire de la forme Le programme d’ECG ne semble

X' = AX, ol A€ M,(R) et X : | — R" dont les composantes sont des fonctions €" sur / inconnues. porter que sur les systemes dif-
. . s . , . férentiels linéaires homogenes a
D3# Une solution du systeme différentiel X" = AX + B est une application Y : / — M, 1(R) telle que : coefficients constants..

e chaque composante est une fonction de classe ¢ sur /,
o Vel Y(t)=AY(t) + B(1).

Résoudre un systeme différentiel, c'est trouver toutes ses solutions.

| EXEMPLES 1 I

Réécrivons l'équation différentielle y” + ay’ + by = 0 sous forme de systéme différentiel.

Soient x, y € €' (R,R), X = (2) et A= (? 2)) Résolvons le systeme différentiel X' = AX.
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Soient x,y € €'(R,R), X = (;) et A= (1 ?) . Résolvons le systeme différentiel X" = AX.
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THEOREME 1 - DE CAUCHY-LIPSCHITZ SUR SYSTEME DIFFERENTIEL

Avec les notations précédentes, si f; € / et Xo € M, 1(R), alors le probleme { i(t:) AXX—i- B d'inconnue Vocabulaire
0) = Xo

Un tel probleme est appelé
probléme de Cauchy, et on
avait un résultat analogue dans
le cas des EDL1 et EDL2.

X € €' (I, M, 1(R)) posséde une et une seule solution.

*
DEMONSTRATION : Théoréme admis.

| EXEMPLES 2 I

Montrons que si X est une solution non nulle de X" = AX sur /, alors X ne s'annule pas sur /.

R

Soit A € R. Déterminons l'unique solution du probleme de Cauchy : X(0) =

|2 STRUCTURE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS

Comme dans le cas des équations différentielles linéaires, on retrouve :

PROPRIETES 1 - STRUCTURE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS D'UN SDL

Soient (E) une systeme différentiel linéaire de taille n et (Ey) son systeme différentiel linéaire homogene
associé.

Notons Sg l'ensemble des solutions de £, Sy U'ensemble des solutions de (Ey).
P1# Sy est un espace vectoriel

o — MaiR) est un isomorphisme ( Co.nséqu.ence : j

X — X(t) P ' On obtient : dim(Sy) = n.

P3# Toute solution de (E) est obtenue en ajoutant a une solution particuliere de (E) une solution quelconque
de (Ep). Autrement dit :

P2# Si ty € 1, alors l'application

Petite remarque

. . R . X . Comme dans le cas des EDL,
solution générale —  solution particuliére solution générale du cette structure nous guide sur la
du SDL du SDL SDL homogeéne associé méthode de résolution des SDL.

Ou encore, en notant X, une solution particuliere de E :

SE:{XP+XH/XH€SH}
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*
DEMONSTRATION :
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PROPRIETE 2 - PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Soient A € M, (R) ainsi que By, B, € €(/, M,1(R)).
St Xj est une solution de X" = AX + B; et X, est une solution de X’ = AX + B, alors pour tous A1, 4, € R,
M X1+ AX5 est une solution de X = AX + (M By + AB,).

*
DEMONSTRATION :

]

|3 EQUILIBRES ET TRAJECTOIRES

DEFINITION 2 - EQUILIBRE D'UN SDL

A retenir...
Un équilibre (ou état d'équilibre, ou point d'équilibre) d'un systéme différentiel est une solution constante de La fonction t — 0,1 est un
ce Sgstéme, équilibre de tous les systemes

différentiels homogenes.

Soient A € M,(R) et B € €(I, M,1(R)). Supposons que le systeme X’ = AX + B posséde un équilibre noté Xj.
Dans ce cas : Vt € 1, X{(t) = 0, et on obtient alors :

AXo = -8B

Nécessairement :
o B est constante,
e B e lIm(A).
Maintenant, considérons X € €"(/, M,1(R)). On a :

((X + Xo) est solution de X" = AX + B) (X + X)) =AX+Xo)+ B
X + X5 =AX+AXy+ B
X =AX+AXy+ B

X' =AX

J linéarité de la dérivation
Xo est constante
J Xo équilibre de X’ = AX + B, donc AXo = —B

1117

Intéressons-nous donc plus particulierement aux équilibres des systémes différentiels linéaires homogénes a coeffi-
clents constants.

A retenir...

Soient A € M, (R) et Yo € M,1(R). St A est inversible, alors la

. SR ’_ . . fonction t — 0,1 est le seul
La fonction t — Y est un équilibre de X" = AX si, et seulement st Yy € ker(A). équilibre de X' — AX.

*
DEMONSTRATION : Notons Y : t — Yy définie sur R. Chaque composante de Y étant constante, elle est %' surR. On a
ensuite :

(¥ est un équilibre de X" = AX) vVt R, Y'(t) = AY(t)

. ! _
ViR 0= AY(t) Y est constante, donc : Yt € R, Y'(t) =0

J Y est constante égale a Yo

RN

AYp =0
Yo € ker(A)
]
X = x + y + z
Déterminons les équilibres du systeme différentiel : y = x + z
7 = 2 + y + 2
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DEFINITION 3 - TRAIECTOIRE D'UN SDL

X1

X2
Soit A € M, (R). Une trajectoire de X’ = AX est un ensemble {(x1(t), Laxa(t) It e R}, ol | . | estune
: Petite remarque

Xn Une trajectoire associée a un

solution de X' = AX. Z’gu;;t]bre est réduit a un point

PROPRIETE 4

Soit A € M,(R).
St deux trajectoires de X’ = AX ont un point commun, alors elles sont confondues.
Autrement dit, deux trajectoires de X’ = AX sont soit distinctes, soit confondues.

*
DEMONSTRATION :

DEFINITIONS 4 - TRAJECTOIRE CONVERGENTE, DIVERGENTE

X1
Soient A € M,(R) et | : | une solution de X' = AX.
X/’V

D1# La trajectoire {(x((t), ..., x,(t)) / t € R} est convergente lorsqu'il existe (¢, ...,4,) € R" tel que :
Vi e [1;n], UT x(t) = €.

‘ t— ) ] & Méthode ! ——
On dit alors que la trajectoire {()q(t), Laxa(t) [t e R} converge vers (¢, ..., ). Pour montrer qu'une trajectoire
. . . , , est divergente, il suffit d'établir
D2# La trajectoire {(xw(t), LX) It e R} est divergente lorsquelle n'est pas convergente. qu,un;’ dg ces Clomposames tend
vers #00...
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EXEMPLE 4

X = 2x + y + =z
Voyons comment résoudre le systeme différentiel y = x + 2y + z
7 = x 4+ y + 2
2 11
e Justifions que la matrice A= [ 1 2 1] est diagonalisable.
11 2

e Déterminons les valeurs propres de A ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre associé.

e Soient A € Sp(A) et V un vecteur propre de A associé & A. Montrons que la fonction t —s e*V/ est solution de
X' = AX.

e Déduisons-en l'ensemble des solutions de X’ = AX.
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o Donnons finalement une trajectoire convergente et une trajectoire divergente de X’ = AX.

Il CAS oU A EST DIAGONALISABLE

L'objectif est de résoudre le systeme différentiel X’ = AX dans le cas ol A est une matrice diagonalisable. Nous ~ — Important !

allons donner 'ensemble des solutions et voir deux démonstrations du résultat, dont la premiere utilise le lemme 1 4 o Dans le cas o A est dia-
ci-dessous gonalisable, 'énoncé pourra
’ ne donner aucune étape in-
termédiaire dans la résolution
de X’ = AX. Il faudra alors

mettre en ceuvre la méthode
LEMME 1 de l'exemple 5 (et la seconde
méthode de démonstration du

Soient A € M, (R), A € Sp(A) et V un vecteur propre de A associé a A. théoreme 2).

e Dans le cas oli A n'est pas

La fonction t —> e*V est solution de X’ = AX sur R. diagonalisable, 'énoncé guidera.
* .
DEMONSTRATION : Notons Y : t —> e’V Puisque V est constant, la fonction Y est %" surRet, pour tout t € R : Petite remarque
On peut s'imaginer la téte de Y
Y(t) = ety sinon, pour se rendre compte de
Y lexpression de Y'(t)...
= e J V est vecteur propre de A associé a A
= eMav
= Ax(eMV)
= AY(t)
La fonction t —s eV est donc solution de X’ = AX sur R. .

THEOREME 2 - REsoLuTION DE X’ = AX, cAs oU A EST DIAGONALISABLE (HP)

Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable.
Notons :
, . . 1
e )\, ..., A, les valeurs propres de A (non nécessairement distinctes), Important !
Puisque A est diagonalisable,
e (V4,...,V,) une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A telle que, pour tout i € [1;n], Vi il existe bien une base de

est vecteur propre de A associé a la valeur propre A;. tM"ﬂ(R) C"”Sgt“i\e de vec-
eurs propres de A.

On a ainsi :

(X est solution de X" = AX) <= (J(c1,....ch) ER" [Vt ER, X(t) = qu“\/[)
=1

Autrement dit, 'ensemble des solutions de X’ = AX est {t — e’V eV, (G, . ) e R”}.
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*
DEMONSTRATION :
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]
Ce théoreme semble étre hors programme, en revanche, les deux démonstrations fournissent deux méthodes classiques

pour résoudre des systemes différentiels dans des cas pratiques. Mettons en application la seconde méthode sur
l'exemple suivant :

EXEMPLE 5
X = 2x -

1 | s . y . 1
Résolvons le systeme différentiel { Y X+ 6y d'inconnues x,y € ¥’ (R, R).
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En conséquence du théoréeme 2, un résultat sur le comportement des trajectoires quand t — +o0 :

THEOREME 3- COMPORTEMENT DES TRAJECTOIRES, CAS oU A EST DIAGONALISABLE

Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable.

T1# Si A posséde au moins une valeur propre strictement positive, alors X" = AX posséde des trajectoires
divergentes.

T2# Si les valeurs propres de A sont négatives ou nulles, alors toutes les trajectoires de X’ = AX convergent
vers un équilibre (pas nécessairement le méme).

T3# Si les valeurs propres de A sont strictement négatives, alors toutes les trajectoires de X' = AX
convergent vers (0, ..., 0), seul équilibre du systeme différentiel.

*
DEMONSTRATION : Notons :
® A, ..., Ay les valeurs propres de A (non nécessairement distinctes),

o (V4,..., V) une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A (licite, car A est diagonalisable) telle que, pour tout
i € [1;n], Vi est vecteur propre de A associé a la valeur propre A;,

e pour tout k € [1;n], xk la k-iéme composante de X (ol X est une solution de X" = AX) et, pour tout i € [1;n], vk la
k-ieme composante de V;.

T1# Supposons que A posséde au moins une valeur propre strictement positive. Quitte a échanger les valeurs propres, supposons

que A1 > 0.
D'apres le lemme 1, la fonction t — MV, est solution de X’ = AX sur R.
Or:
e A1 >0, donc par produit et composition :
lim e*! = 400
t—400

e V/j est vecteur propre de A donc V4 est non nul. Il existe donc k € [1; n], que nous considérons ensuite, tel que la

k-ieme composante de V4 soit non nulle.
Par produit, on obtient :
lim et

(m Vi k = %00
Par conséquent : la trajectoire associée a t — MV, est divergente.
T2# Supposons que les valeurs propres de A sont négatives ou nulles. Quitte a échanger les valeurs propres, supposons :
vie[tp], =0  VYielp+1n], <0

Soit X une solution de X" = AX. D'aprés le théoréme 2, il existe des réels c1, ..., ¢, tels que :
VteR, X(t Z eV,

Or:
e Pour tout i € [p+ 1;n], A < 0. D'od, par produit et composition :

Vie[p+1;n], [[linmeA‘t=O

Dot :
Vk e [1;n], Yiep+1;n], tl’LT ety =0

e Pour tout i € [1;p], A = 0. Dot :
Vie [1;p], VteR, etV =qV
Et ainsi :
Yk e [1;n], Yie [1p], lim cetifvip = vk
t—+00
On obtient finalement par somme :

P
vk e[l lim x(t) = Y cvik

p
Par conséquent : la trajectoire associée a X converge vers E Vi
i=1

P
Notons V' = Z ¢;V; et montrons que V est un équilibre de X' = AX.

i=1
On sait que, pour tout i € [1;p], Vi est vecteur propre de A associé a la valeur propre 0. Donc : Vi € [1;p], Vi € ker(A).
Mais ker(A) est un espace vectoriel, il est donc stable par combinaison linéaire. Ainsi :

V € ker(A)
D'apreés la propriété 3, on en déduit que la fonction t — V est un équilibre de X’ = AX.
Conclusion : toutes les trajectoires de X’ = AX convergent vers un équilibre.

T3# Cas particulier de la démonstration précédente, dans le cas ol p = 0...
On obtient :
Vk e [1;n], llm xk(t) =0

Par conséquent : la trajectoire associée a X converge vers (O ,O)
Bien évidemment, t — 0, 1 est un équilibre de X' = AX. Et clest le seul! En effet, les valeurs propres de A sont strictement
négatives, donc 0 n'est pas valeur propre de A. Ainsi, ker(A) = {0, 1}. Et donc, d'apres la propriété 3, t — 0, 1 est le seul

équilibre de X’ = AX. J
*

V'S

Confusion d’objets !

Une trajectoire est un élé-
ment de R” et un équilibre un
élément de M, 1(R).. On com-
prend bien l'idée tout de méme
|

— Petite remarque

Les cas ol 0 est seule VP et ot
0 n'est pas VP sont inclus (en
considérant p = netp =0
respectivement).

Dans le cas ol p = 0, chaque

somme E ) sera nulle, par

conventton.
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