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(CHARTREUX

STATISTIQUES

STATISTIQUES DESCRIPTIVES UNIVARIEES ET BIVARIEES

INTRODUCTION...

La statistique et les probabilités sont les deux aspects complémentaires de l'étude des phénoménes aléatoires.

e les probabilités peuvent étre considérées comme une branche des mathématiques pures, basée sur des théories abstraites, déconnectée de
la réalité. On cherche parfois a les appliquer en collant des modeéles probabilistes sur des phénomenes aléatoires concrets.

e |a statistique est la science dont l'objet est de recueillir, de traiter et d'analyser des données issues de l'observation de phénomeénes aléatoires.
La statistique se retrouve dans de nombreux domaines : assurance [ finance (fixation des primes d'assurance, gestion de portefeuille, évaluation
d'actifs financiers...), biologie / médecine (essais thérapeutiques, dynamique des populations...), sciences de la terre (prévisions météorologiques,
exploration pétroliere..), sciences humaines (sondages, enquétes...), sciences de l'information et de la communication (traitement des images,
reconnaissance de formes et de parole..).. On en distingue deux classes :

¢ la statistique descriptive (analyse de données) : elle a pour but de résumer l'information contenue dans les données via des indicateurs
numériques (moyenne, médiane, quartiles...), des tableaux, des graphiques..

¢ la statistique inférentielle : elle a pour but de faire des prévisions et prendre des décisions a partir du traitement des données
recueillies. Ces prévisions sont basées sur d'importants résultats de probabilités; nous en reparlerons lors du chapitre 14.
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POUR BIEN DEMARRER...
1 # Soit X une variable aléatoire telle que X(Q) = {x1,x2, ..., xp }.

2 # Solent X et Y deux variables aléatoires telles que X(Q) = {x1,x2, ..., x,} et Y(Q) = {y1,y2, ..., yn }.

Cov(X, Y) =

pX,Y) =

3 # Que dire du coefficient de corrélation linéaire d'un couple (X, Y) de variables aléatoires discrétes?
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|  VOCABULAIRE STATISTIQUE

On utilise les statistiques pour décrire un ensemble appelé population constituée d'individus auxquels est associé

un caractére. On distingue : Vocabulaire
L . \ . ey On parle aussi de variable
e les statistiques quantitatives : le caractére est quantitatif, il peut prendre différentes valeurs, quantitative ou variable quali-

e les statistiques qualitatives : le caractére est qualitatif, il peut prendre différentes modalités. fative.

Lorsque L'on ne peut pas observer toutes les données relatives a la population, il convient alors d'observer seulement
un sous-ensemble de cette population, appelé échantillon.

Le programme concerne des variables quantitatives... Sur lesquelles nous pourrons calculer des moyennes, médianes,
quartiles.. Nous ne pouvons pas faire ceci avec des variables qualitatives!

Nous en étudierons deux types :

e les variables quantitatives discrétes : les valeurs sont des réels isolés,

e les variables quantitatives continues : les valeurs sont des intervalles de nombres.

EXEMPLE 1

On souhaite étudier les étudiants d'ECC.
e Population : l'ensemble des étudiants d'ECG de France.
e FEchantillons possibles : les ECG des Chartreux, ou seulement la classe d'ECG4 des Chartreux; ou les ECG des
Maristes...
e (Caractéres possibles :
© caractéres quantitatifs : notes au dernier DS de mathématiques, d4ge, nombre de fréres et sceurs, taille, revenus
des parents, nombre de cafés consommés chaque jour, temps passé au CDI chaque semaine,...

o caractéres qualitatifs : couleur de cheveux [ d'yeux, sexe, catégorie socio-professionnelle des parents admission
en fin de 2A....

Les éléments d'analyse (indicateurs, représentations graphiques) different selon le type de variable étudiée : quan-
titative discrete, quantitative continue, qualitative. Dans la suite du cours, nous nous intéresserons seulement aux
statistiques quantitatives discretes.

Il SERIES STATISTIQUES QUANTITATIVES DISCRETES UNIVARIEES

Dans cette partie, on s'intéresse a un certain échantillon constitué de n individus d'une population. On étudie un
caractére quantitatif discret dont le n-uplet des valeurs observées (la série statistique) est noté x = (xy, X2, ..., X,). Petite remarque
On note 21,2, ..., z, (avec p € N¥) les p valeurs possibles distinctes de ce caractére. Les valeurs x1, xg, ..., x, peuvent

étre égales !
DEFINITIONS 1

Avec les notations précédentes...

D1# Pour tout i € [1;p], leffectif de z, noté e;, est le nombre de fois ou la valeur z; est prise dans
['échantillon.

p
D2# Leffectif total est le nombre d'individus de l'échantillon, ici n. Ona: n = Z e;.
i=1
D3# Leffectif cumulé croissant de z;, noté £CC;, est le nombre d'individus dont le caractére a une valeur

L
inférieure ou égale a celle-ci : ECC; = E ex.

L'analyse des fréquences (ana-

k=1 lyse fréquentielle) est utilisée
i i i e e; en cryptanalyse pour décrypter
D4+# La fréquence de z, notée f;, est le réel défint par : f; = —. des codes |
n
ECC Petite remarque

D5# La fréquence cumulée croissante de z;, notée FCC,, est le réel défint par: FCC =

FCGC = i fk.
k=1

EXEMPLE 2

On s'intéresse au nombre de fréres et sceurs d'un échantillon de 20 étudiants. La série statistique observée est résumée dans
les deux premieres lignes du tableau ci-dessous, que nous complétons :

valeurs 0 1 2 3 4 5

effectifs 4 5 6 3 1 1

ECC

fréquence

FCC
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.1 INDICATEURS

Dans 'étude d'une série statistique quantitative univariée, on peut utiliser deux types d'indicateurs :
e des indicateurs de position,

e des indicateurs de dispersion.

Commencons par des indicateurs de position :

DEFINITIONS 2 - MODE, MOYENNE, MEDIANE

D1# Le (ou les) mode(s) d'une série statistique est la (ou les) valeur(s) de plus grand effectif.

- .. L. . — Important !
D2# En reprenant les notations des définitions précédentes, la moyenne (empirique) de la série x, notée X, P
est le réel défint par : oxX = fozf

p
p =1
§ ez ®six = (x1,x2,...,X,) est
la série compléte (les valeurs
=1 peuvent étre égales), alors :

X =

S| =

y . 7 ~ 7 s 7. . . . . s 7 o~ n
D3# Une médiane, notée %, est un réel tel que la moitié de la série statistique soit inférieure ou égale a X _— S x
et la moitié soit supérieure ou égale a . "3

® METHODE 1 & Pour déterminer une médiane d’une série statistique d’effectif total n, on commence
par ranger les valeurs de la série par ordre croissant. Puis :

o si leffectif total n est impair, la seule médiane alors possible est la valeur de rang central dans
la série ordonnée;

o si leffectif total n est pair, alors, on choisit comme médiane 'habituelle’ la moyenne des valeurs
des deux rangs centraux dans la série ordonnée.

| EXEMPLE 3 I

Reprenons l'exemple précédent.

e Le mode est 2.

¢ - 4 045xT46x243x34+1x441x5
o= 20
3
20
75

o Leffectif de 'échantillon étant pair, toutes les valeurs comprises entre les deux valeurs centrales de la série ordonnée
sont des médianes possibles.

Ici, les deux valeurs centrales sont la 10°™ et la 112", toutes deux égales & 2. Ainsi :

x=2

Et maintenant, des indicateurs de dispersion :

— Important !
DEFINITIONS 3- VARIANCE ET ECART-TYPE p
oy = Z fi(zi 7Y)Z
i=1

®six = (x1,x2,...,Xy) est
D1# La variance (empirique) de la série statistique x, notée v,, est le réel défini par : la série compléte (les valeurs

peuvent étre éqgales), alors :

Avec les notations des définitions précédentes...

1o
1 P ve=—Y (x—x)°
VxZ*Ze[(Zi—Y)Z N ngl
n i=1 4o vy est une somme de termes
positifs, donc v, > 0, ce qui
D2# |'écart-type (empirique) de la série statistique x, noté s,, est le réel défini par : justifie la définition de lécart-

type.

e On note souvent juste si la
variance et s, ['‘écart-type.

e | a variance est nulle si, et
seulement si ...

Sy = /W%
PROPRIETE 1 - FORMULE DE KOENIG-HUYGENS
p
Z eizi2 — %
i=1

2 _
s, =

S| —

*
DEMONSTRATION ...
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PROPRIETES 2

Soit x une série statistique de moyenne X, de médiane % et de variance s. Soient a,b € R et y la série
statistique obtenue par transformation affine de x de la sorte : y = ax + b. On a:

P1# la moyenne de y est donnée par: y =ax+ b

P27 la médiane de y est donnée par: §j = aXx+ b

P3# la variance de y est donnée par : si = a%s?

*
DEMONSTRATION : ... .
DEFINITIONS 4 - ETENDUE, QUANTILES

D1# L'étendue d'une série statistique est la différence entre sa plus grande et sa plus petite valeur.

D2# Soit p €]0;1]. Le quantile d'ordre p est la plus petite valeur de la série statistique pour laquelle la
FCC atteint ou dépasse p. En particulier :

e les quartiles sont les quantiles d'ordre 0,25; 0,5 et 0,75 :

¢ le premier quartile, noté Qy, est la plus petite valeur de la série telle qu'au moins 25% des
valeurs prises lut soient inférieures ou égales;

o le troisieme quartile, noté Qs, est la plus petite valeur de la série telle qu'au moins 75% des
valeurs prises lut soient inférieures ou égales.

e les déciles sont les quantiles d'ordre 0,1; 0,2; ..; 0,9.

D3# Lintervalle interquartile est l'intervalle [Qq; Q3] L'écart interquartile est Q3 — Q; : clest l'amplitude
de Uintervalle interquartile.

| EXEMPLE 4 I

Toujours avec les données de |'Exemple 2 :

e Lamplitude est égale a 5.

e O; =1, car 1 est la plus petite valeur de la série pour laquelle la FCC atteint ou dépasse 0, 25.
e ()3 =2, car 2 est la plus petite valeur de la série pour laquelle la FCC atteint ou dépasse 0, 75.
e L'intervalle interquartile est [1;2], il contient ict 55% des valeurs de la série.

e ['écart interquartile est égal a 1.

e Le premier décile vaut O, car O est la plus petite valeur de la série pour laquelle la FCC atteint ou dépasse 0, 1.

ll.2 REPRESENTATIONS GRAPHIQUES
On trouve souvent deux types de représentations graphiques pour des séries statistiques quantitatives discretes
univariées :

e e diagramme en barres (d'effectifs ou de fréquences) ou en batons,

e le diagramme de Tukey, ou bolte a moustaches.

| EXEMPLE 5 I

Reprenons les données précédentes et représentons le diagrammes en barre des fréquences ainsi que le diagramme de Tukey
de la série statistique :

25

Important !
Par définition, U'intervalle inter-
quartile contient au moins 50%
des valeurs de la série.

VN

V'S

— Petite remarque

Ne pas confondre diagramme en
barres et histogramme !
L'histogramme est plus adapté
pour des variables quantitatives
continues, méme si en proba-
bilités il arrive de représenter
des histogrammes pour des
variables aléatoires discretes,
dans le but d'observer un rap-
prochement vers la courbe d'une
certaine densité...

— Un peu d’histoire ——
John Tukey (1915-2000, améri-
cain) est un statisticien a qui on
doit des méthodes d'analyse de
données ainsi que l'algorithme
de transformation de Fourier
rapide (FFT en anglais), sur
lequel il a travaillé avec James
Cooley.
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Quand on souhaite comparer deux séries statistiques, on peut utiliser :
e soit le couple (moyenne, écart-type),

e soit le triplet (médiane, écart-interquartile, étendue).

[l SERIES STATISTIQUES QUANTITATIVES DISCRETES BIVARIEES

Comme nous avons pu le constater dans la partie précédente, le principe de l'étude d'une série statistique quantitative
discrete univariée est de voir comment les effectifs de chaque valeur peuvent influencer la série et ensuite d'analyser
cette série avec des indicateurs tenant compte de ces effectifs.

Dans ce qui va suivre, nous ne nous intéresserons plus aux effectifs; mais au comportement d’'une série de
données par rapport a une autre...

On considere a présent une population sur laquelle nous mesurons deux caractéres quantitatifs discrets notés X et Y.
Sur un certain échantillon de taille n de cette population, nous obtenons ainsi deux séries statistiques quantitatives
univariées x = (x1,x2, ..., X») et y = (y1, Y2, .... y,) chaque couple (x;, y;) étant associé a un méme individu de
'échantillon.

Plutét que d'étudier chaque caractére (et donc chaque série statistique) séparément, intéressons-nous plutdt a la
facon dont X et Y se comportent l'une par rapport a l'autre : existe-t-il une relation entre X et Y?

[l.1° NUAGE DE POINTS ET POINT MOYEN

Petite remarque

En fait, on peut voir X et Y
comme des variables aléatoires
et x et y comme des n-uplets
de réalisations de ces variables
aléatoires...

DEFINITIONS 5

Soient x = (X1, X2, ..., Xs) et y = (Y1, Y2, ..., Y,) deux séries statistiques.

D1# Le nuage de points du couple (x,y) est l'ensemble des points du plan de coordonnées (x;, y;) pour
ie[1n]

D2# Le point moyen du nuage est le point de coordonnées (X, ).

| EXEMPLE 6 I

On considere un groupe de 11 étudiants de CPGE ECG dont voici la moyenne en mathématiques en deuxieme année de CPGE
ECG (les x;) ainsi que la moyenne aux écrits de mathématiques de la BCE (les y;).
Xi 43 64 | 121 | 132 | 88 15 7.3 9.6 101 | 119 | 55
yi 9 125 | 162 | 175 | 141 | 197 13 128 | 141 | 156 | 109
Les commandes Python ci-dessous ont permis d'obtenir le nuage de points qui suit.
illimport matplotlib.pyplot as plt
2
s|[x=[4.3,6.4,12.1,13.2,8.8,15,7.3,9.6,10.1,11.9,5.5]
Ily=[(9,12.5,16.2,17.5,14.1,19.7,13,12.8,14.1,15.6,10.9]
s|{plt.plot(x,y, "b+")
of[plt.xlabel ( "moyennes en CPGE")
7llplt.ylabel ( "moyennes aux écrits BCE")
gl|plt.show ()
201 N
18
+
W
a
@ 16 - *
£ +
g
@ 14 + +
g
g « *
2121
+
10
+
2 6 8 10 12 14
moyennes en CPGE
Quelles remarques pouvons-nous faire?
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[l COVARIANCE ET COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

DEFINITIONS 6 - COVARIANCE ET COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

Soient x = (x1, X2, ..., Xs) et y = (y1, Y2, ..., y,) deux séries statistiques de moyennes et écart-types respectifs
X,y et sy, sy.

D1# La covariance du couple (x, y) est le réel, noté Cov(x, y), défint par :

n

Cov(x, y) = % Z(XL =Xy —7)

i=1

D2# Si g, et g, sont non nuls, le coefficient de corrélation linéaire du couple (x, y) est le réel, noté p(x, y),
défint par :
Cov(x, y)

plx,y) = ?

Comme dans le cas des couples de variables aléatoires discretes, on retrouve :

PROPRIETES 3

Avec les notations précédentes...

,] n
P1# Cov(x, y) = - Z XiYi — Xy (formule de Koenig-Huygens)
=1

P2# Cov(x,y)’ < s’s
P3# —1 < p(x,y) <
P4# |p(x,y)| =1 < F(a,b)eR*" xR |/y=ax+b
Et:
e sip(x,y)=1alorsa >0
e sip(x,y)=—1alorsa <0

5 (inégalité de Cauchy-Schwarz)
1

*
DEMONSTRATION : Analogues & celles dans le cas des couples de variables aléatoires discrétes... mais plus simples, car toutes
les sommes en jeu sont des sommes finies ! .

1.3 REGRESSION LINEAIRE

La propriété précédente (P4), permet de savoir quand y est fonction affine de x; mais on ne sait en revanche pas
encore comment trouver les coefficients a, b de cette fonction affine. Voyons un peu cela..

Chercher un modele de régression consiste a chercher s'il existe une fonction f et une variable aléatoire € telles
que :
Y =1(X)+¢

limiterons au cas de la régression linéaire : cas oli f est affine. Régression linéaire et pourtant

ol f est alors appelée fonction de régression et € erreur d'ajustement (ou résidu). Dans ce qui suit, nous nous X Attention ! ——
ﬂnctlon affine |

Certains nuages de points ont des formes pouvant penser qu'il existe un ajustement affine entre X et Y.

20 N 20 N
18 4 18 4
+ +
16 * 16 *
+ +
14 A + + 14 A + +
+ +
+ * + *
12 4 12 4
+ +
10 4 10 4
+ +
4 [ 8 10 12 14 4 [ 8 10 12 14

La forme du nuage de gauche nous laisse penser qu'un ajustement affine est possible entre X et Y'; celle du nuage
de droite beaucoup moins.

CHAPITRE 7 - Page 7/10



On cherche a identifier une droite qui ajusterait assez bien le nuage de points, selon des critéeres a définir. Si l'on

suppose qu'il existe des réels a, b tels que pour les séries x et y, on a y = ax+ b, alors pour tout i € [1; n] Uerreur

commise en utilisant la valeur ax; + b pour estimer y; est égale a y; — (ax; + b).

Pour déterminer les coefficients a et b, on va utiliser ici le principe des moindres carrés qui consiste a chercher
n

les valeurs de a et b qui minimisent la somme des carrés de ces erreurs : E (y; — ax; — b)>.
i=1

THEOREME 1

— Vocabulaire
Soient x = (X1, x2, ..., Xn) et y = (Y1, Y2, ..., y,) deux séries statistiques de moyennes et écart-types respectifs o Pour ce tel couple, la droite
X,y et s,,s,, avec s, et s, non nuls, et de covariance Cov(x, y). d'équation y = ax + b est
n appelée droite des moindres
['unt rendant minim ntité —ax; — b)? Sfint par : carrés.
unique couple (a, b) rendant minimale la quantité Z(gl ax; — b)” est défint pa X ot Lo variable explicative
=1 4 et Y la variable & expliquer.
q = M . b=T7—ax — A retenir...
53 4 Puisque p(x, y) et Cov(x, y) ont

méme signe, p(x, y) et le coeffi-
cient directeur de la droite des
moindres carrés ont également

* n
DEMONSTRATION : Soit (a, b) € R?. Considérons la fonction f : (a, b) —> Z(g, —ax; — b)2. le méme signe.
=1

1. Cas particulier. Supposons que X =7 = 0.
1.a. Montrons alors :

n n n
Y(a,b) €R?, fla,b)>a’) x'—2a) xyi+) yi
i=1 i=1 i=1

avec égalité si, et seulement si b = 0.

n
thyi

i=1
) X
=1

2. Cas général. Considérons deux nouvelles séries statistiques x” et y définies par :

1.b. Déduisons-en que f(a, b) est minimale lorsque a = et b=0.

X =x—%X ; '=y-7

2.a. Que dire de x’ et y'?
2.b. Exprimons f(a, b) en fonction des x{ et y/, en posant b’ = b — 7 + ax.
2.c. Concluons!
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Petite remarque

Une autre démonstration pourra
étre vue dans le chapitre 13 sur

les fonctions de deux variables.
*

PROPRIETE 4

La droite de régression linéaire obtenue par la méthode des moindres carrés passe par le point moyen du
nuage de points.

*
DEMONSTRATION : Notons a le coefficient directeur de la droite des moindres carrés et b sont ordonnée a lorigine.
D'aprés le théoréme précédent :

b=7—ax
Autrement dit :
y=ax+b

Le point moyen, de coordonnées (x, 7), appartient donc a la droite des moindres carrés, puisque ses coordonnées vérifient 'équation
réduite de cette droite.

*
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PROPRIETE 5 - INTERPRETATION DE LA VALEUR DE p(X, y)

Plus |p(x, y)| est proche de 1, meilleur est l'ajustement affine par la droite des moindres carrés.

*
DEMONSTRATION :

Notons a le coefficient directeur de la droite des moindres carrés et b sont ordonnée a

a lorigine.

Montrons que, plus |p(x, y)| est proche de 1, plus lerreur commise en approchant y par ax + b est faible.

On a, d'apres le théoreme 1 :

n

> yi—a

i=1

Par conséquent, plus p(x, g)z est proche de 1, plus Z(g
i1

la droite des moindres carrés.

| EXempPLE 7 I

ll.4  MISE EN GARDE !

Xi — b)z

moyennes aux écrits BCE

n

Z(UL*U

i=1

n

Z(Ut —g—alx

=
n

Z(yi -7 - 2a Z(yl

1

X — G + ax)?

-x)?

n n

i=1
2.2

— 2anCov(x, y) + a“nsy

Cov (x, y)2 N Cov(x, y)? )

X,

Dans l'exemple étudié, on obtient graphiquement :

bt
U
E o
U

s

2
X

2
PXG)SxSy

g =%+’ ) (-’

204

18

16

10

S
o

T T T T
8 10 12 14
moyennes en CPGE

J théoreme 1

J définition de p(x, y)

La droite des moindres carrés est la droite d'équation y = ax + b, avec a = 0,86 et b = 5, 96.
On trouve : p(x, y) = 0,967. L'ajustement affine est trés bon.

i —ax; — b)2 est proche de 0 et donc meilleur est l'ajustement affine par

de Propriétés 3 - P4 |

Petite remarque ———
{zette propriété va dans le sens

— Petite remarque ———

De la derniére relation, on
retrouve également :
o —1 < plx,y) <1

n
= 1 ssi Z(yl -

ax; — b)? = 0 ssi (une somme
de termes positifs est nulle ssi
tous ses termes sont nuls) :
Vie [1;n], yi = ax; + b : tous
les points du nuage sont sur

la droite des moindres carrés :

o |p(x, y)|

l'ajustement affine est parfait !

j 4

Il ne faut surtout pas confondre corrélation et causalité ! Deux variables augmentant en fonction d'une méme troi-
sieme facteur seront assez fortement corrélées, et pourtant il n'y a pas forcément de lien de causalité entre ces deux

variables.

Il est méme possible que la corrélation soit le fruit du hasard!

Parfois, on n'a pas directement
y = ax + b, mais on peut par
exemple avoir :

oy = ax’ + b et lajustement
affine sera entre x? et y

oy = Ceo et l'ajustement
affine sera entre In(y) et x..

Pour rire un peu...

lci : https://www.
tylervigen.com/
spurious-correlations

Lors d’'une analyse statistique révélant un fort coefficient de corrélation linéaire, on peut se poser trois questions :

e une variable a-t-elle un lien de cause a effet avec l'autre?

e existe-t-il une troisieme variable ayant un lien de causalité avec les deux précédentes?

e la corrélation est-elle fortuite?
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