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POUR BIEN DEMARRER...

1 # Quelles méthodes peut-on mettre en ceuvre pour étudier les variations d'une fonction?

2 # Définition quantifiée de fonction f possédant une limite finie en +oc.

3 # Définition quantifiée de fonction f possédant une limite infinie en +oo.

4 # Définition quantifiée de fonction f possédant une limite finie en un réel a.

5 # Définition quantifiée de fonction f possédant une limite infinie en un réel a.
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DEFINITIONS 1 - VOISINAGES

D1# Soit a € R. Un voisinage (fermé) de a est un segment contenant a non réduit a {a}.

D2# Un voisinage (fermé) de +oo (resp. —oo) est un intervalle de la forme [A; +oq (resp. | — oo; A), avec
AER.

|  NEGLIGEABILITE DE FONCTIONS

y y ,

DEFINITION 2 - NEGLIGEABILITE DE FONCTIONS

Soient a € R et f, g deux fonctions définies au voisinage de a telles que g ne s'annule pas au voisinage de
a (g peut s'annuler a).

On dit que f est négligeable devant g en a (ou au voisinage de a) lorsque :

fx)

[im =0

=0 g(x)

EXEMPLES 1

x —> x% est négligeable devant x — x> en +00; mais x —> x> est négligeable devant x — x? en 0.

1 1
X —> W est négligeable devant x — 7 en 0 (par valeurs supérieures).
x — (x — 1)? est négligeable devant x —s x — 1 en 1.

NOTATIONS - DE LANDAU

Soient a € R et f, g deux fonctions définies au voisinage de a telles que g ne s'annule pas au voisinage
de a (g peut s'annuler a).

N1# On note o (g(x)) lensemble des fonctions négligeables devant g en a.

N2# Par abus, on écrira f(x) = o (g(x)) aulieude f € o (g(x)).

On lira "f(x) est un petit o de g(x) lorsque x tend vers a'.

Interprétons cette nouvelle notion dans trois cas classiques...
1. St lim f(x) = 400 et lim g(x) = +0o0 :
X—a X—a

Dans ce cas, f(x) = o (g(x)) si, et seulement st

N

Xx—a

. Stlimf(x)=0et limg(x)=0:

Dans ce cas, f(x) = o (g(x)) si, et seulement si

f(x) =

w

0 (1) si, et seulement st
X—a

PROPRIETES 1

Soient ¢ € R et f,g.fi. £, 91,92, h sept fonctions définies au voisinage de a telles que g, g1, g2, h ne
s'annulent pas au voisinage de a (elles peuvent s'annuler en a).

o1y )= 0,(90) e R - o
o] = VSR 000 () i

P2# = Xg”(g(X)) f(x) = o (h(x) (transitivité)
g(x) = Xga(h(x)) T xS

P3# f(x) = Xga(g(x)) = f(x)h(x) = Xga(g(x)h(x))
filx) = o (g1(x)

P ) ) | 0 o (o)

P5# f(x) = Xga(g(x)) = VAER, f(x)= Xoa(/\g(x))

*
DEMONSTRATION : On adapte celles du chapitre 1..

% Notation
% =RU {+o0}.

Petite remarque

On peut aussi dire que f(x) est
négligeable devant g(x) lorsque
x tend vers a.

— [

Pour info...
En fait, on peut donner une
définition plus générale (sans la
condition sur g) :

f est négligeable devant g
lorsqu'il existe un voisinage

V, de a et une fonction ¢ tels
que : Xll_rge(x) =0etVx €

[ 1x) = glx)elx).

o

Petite remarque

Dans lécriture 'f(x) =
o (g(x))" le x est muet.

x—a

En gros...
‘Etre négligeable devant' si-
gnifie "étre trés petit devant',
comme en francats !
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| EXEMPLES 2 I

Ona:x2= 0 (x3),x= 0 (x3)et1= 0 (x3),D'0t1:X2+2x+1= 0 (x3),

X—+00 X—+00 X—+00 X—+00
x4+x2+2x+1+ o () =x"+ o (¥
X—+00 X—+00
En effet, puisque X2 4 2x 41 est négligeable devant X3 en +oo, l'expression X 21+ o (X3) est en fait égale a
X—+00

x* + la somme de deux quantités négligeables devant x> en +o0. Par conséquent, on a 'égalité énoncée..
1

) , _ 1 1
Par croissance comparée, ona:e = o —1]1.0ra—== o —|.
x—+00 | x2 X2 x—+00 \ X

1
D'ou, par transitivité : e™ = o (— )
x—+o0 | X
In(x

: _ k) 1
On sait que In(x) = )H(iw(ﬁ), donc : =l W .
Onsaitqueln(x)= o (Vx)ete = o (%) donc : In(x)e™ =

X—+00 X—+00

1
0 — .
X—+00 \&
On peut réécrire les croissances comparées avec la notation ci-dessus :

Va,beRS, (a<b=x"= o (x))
X—+00
Ya,b eRS, n(x)? = o (x9)
X—+00
Vb, ceR:, xt = o (e%)
X—+00 .
) N Vocabulaire
On les retient parfois ainst : -
4 a b o~ Le symbole "<<" se lisant alors
Va,b,c € R}, In(x)? < x” < e ‘est négligeable devant'.
Ainsi que :
Va,beRS, (a<b=x"= oo(x”))
X—
+ a 1
Va,b e R}, In(x)= o =
X;>0 X

Parfois, on écrira f(x) = g(x)+ o (h(x)) qui se lit 'f(x) égale g(x) + un petit o de h(x)
Cette écriture est équivalente a dire qu'il existe une fonction ¢, négligeable devant h
en a, telle que : Vx € [...], f(x) = g(x) + @(x).

I EQUIVALENCE DE FONCTIONS

DEFINITION 3 - FONCTIONS EQUIVALENTES

Soient @ € R et f, g deux fonctions définies au voisinage de a telles que g ne s'annule pas au voisinage de

a (g peut s'annuler a). Petite remarque
On dit que les fonctions f et g sont équivalentes en a (ou au voisinage de a) lorsque : On peut aussi dire que f(x) est
équivalent a g(x) quand x tend
flx Vers a.
lim iG] =1
=0 g(x)

L. En fait, on peut donner une

Dans ce cas, on écrira : f(x) ~ g(x). définition plus générale (sans la
x=a condition sur g) :

f est équivalente a g lors-

qu'il existe un voisinage

V, de a et une fonction &

tels que : }m{]} g(x) = Oet

2 2
CEAHT X VX €[], 11x) = g(x)+ g()e(x).

X2 +2x+1 ~ 1 Autrement dit :
x—0

1) ~ glx) = Fx)—glx) =

o
x—a
eX + X o ex
X—+00

EXEMPLES 3

(9(x)

Trouver une fonction g équivalente a f en a clest trouver une fonction qui a le méme
comportement que f au voisinage de a. Le but étant de trouver une fonction g dont
l'expression est plus simple que celle de f..
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PROPRIETES 2

Soient a € R et f,g,fi,f,g1,g2 h sept fonctions définies au voisinage de a telles que ¢, g1, g2, h ne
s'annulent pas au voisinage de a (elles peuvent s'annuler en a).

P1# f(x) ~ f(x) (réflexivité)
P2 ) ~, 90 <= g) ~ ) (symétrie)
P3# fix) v g(x) i N
g(x) e hix) () x—a ) (transitivité)
fx) ~ gix) A
P lin g — ¢ (e RUfxoop [ MO0
limf(x)=¢ (¢ €R) }
P5# oo i) ~ 0
14 72 0 x—a

hlx) ~ gix)
P6# x—a = H(X)H(x) ~ g1(X)g1(X) (compatibilité avec le produit)
fH(x) ~ g2(x) x—a

>

fix) ~ g1(x)
P7# x=a = hilx) ~ 910 (compatibilité avec le quotient)

L) ~ 9200 f(x) =0 go(x)

f(x) ~ g(x)
P8# f est strictement positive au = Va eR, f(x)* ~ g(x)* (compatibilité avec la puissance)
voisinage de a

P9# f(x) ~ g(x) = |f(x)] ~ [g(x)| (compatibilité avec la valeur absolue)

*
DEMONSTRATION : On adapte celles du chapitre 1.. .

| EXEMPLES 4 I

5xt — 3x2 41
E1 | Donnons un équivalent simple de f : x — ———————— en 400 puis en 0.
- a P 23 +4x+3 P
On sait que :
x+lhx) ~ x ; x4+e ¥ ~ x
X—+00 X—+00
Ainsi, par symétrie et transitivité :
x+Inx) ~ x+e*
X—+00
On a aussi trivialement :
—X o~ =X
X—+00

Ainsi, st on pouvait sommer les équivalents, on obtiendrait :
In(x) ~ e™ : FAUX!
+0o0

X—

ConclUSiON & .

E3 | Les fonctions x — In(x + 1) et x — ln(x) sont-elles équivalentes en +00?
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Les fonctions x — exp(x + 1) et x — exp(x) sont-elles équivalentes en +o0?

ConClUSION & o

Trois choses importantes sur les équivalents :
1. Il est interdit de sommer des équivalents !

2. Il est interdit d'appliquer une fonction de part et d'autre d'une relation d'équiva-
lence !

3. St un jour on arrive a écrire f(x) ~ 0, on peut directement arréter la prépa!
X—a

Pour la définition que nous avons adoptée, l‘écriture f(x) ~ O n'est pas permise !
X—a

THEOREME 1 - EQUIVALENTS USUELS

T1# Soient n € N* et ag, a4, ..., a, des réels.
e la fonction x — ag + a1x + ...+ a,x" est équivalente en +00 a son terme non nul de plus haut
degré.
e la fonction x — ag + a1x + ... + a,x" est équivalente en 0 a son terme non nul de plus bas
degré.
T2# Soit a € R.
= f(x) — f(a) ~ f'(a)(x —a)

Xx—a

f dérivable en a
f'(a) # 0
T3# On en déduit :

Inx) ~ x—=1; Wn(1+x) X e’ —1 X VaeR*, (1+x)"=1 ~ ax

x—1 X— X— —0

Soit @ € R. Si h est une fonction non nulle telle que lim h(x) = 0, alors :

In(1+ h(x)) ~ hix) ; "™ 1 ~ h(x) ; Ya R, (1+h(x)" =1 ~ ah(x)

xX—a X—a

*
DEMONSTRATION :

A retenir...
Exemple classique pour justifier
que, de fagon générale, on ne
compose pas les équivalents |

Cas particulier

1
Sta==:
La 5 1
V1i4+x—1 ~0§x
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