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(CHARTREUX

ALGEBRE LINEAIRE

DIAGONALISATION DES MATRICES CARREES

INTRODUCTION...

Dans ce chapitre, nous complétons l'étude des endomorphismes en dimension finie sur deux aspects liés :
e les changements de base : il s'agit de voir le lien entre deux matrices représentant le méme endomorphisme dans des bases différentes;

e la réduction des endomorphismes (ou de leurs matrices associées) dont l'objectif est assez simple : trouver (si possible) une base dans laquelle
la matrice d'un endomorphisme est diagonale (c'est l'idéal!).

CHAPITRE 3 - Page 1/16


www.jeremylegendre.fr

POUR BIEN DEMARRER...
1 # Définitions. (E et F désignent des espaces vectoriels réels)

e | a matrice A € M,(R) est inversible lorsque :

e £’ est un sous-espace vectoriel de £ lorsque :

e f: E — F est une application linéaire lorsque :

e Endomorphisme ? Isomorphisme ? Automorphisme ?

e Sif:E — F estlinéaire : ker(f) = ........coooci

la famille (eq, ey, ...e,) est une famille libre de E lorsque :

la famille (eq, ey, ...e,) est une famille génératrice de E lorsque :

e Injectivité + caractérisation dans le cas des applications linéaires :
2 # Base canonique de R™ ... . Base canonique de R? : ...
Base canonique de Ro[X]: ... Base canonique de R,[X]: ... oo
Base canonique de Mo(R) : ... Base canonique de M,(R) : .. ... .
3# Sif:E — F est linéaire et injective, alors dim(E)...... dim

St f: E — F est linéaire et surjective, alors dim(E)...... dim(F)

St f: E — F est linéaire et bijective, alors dim(E)...... dim

4 # Théoréme du rang.

5 # Conséquence : si dim(E) = dim(F), alors

6 # Liens application linéaire / matrice :
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Dans tout ce chapitre, £ désignera un espace vectoriel réel de dimension finie (notée n) et f un endomorphisme

de E.

| CHANGEMENTS DE BASE

Soient Z = (e1, €2, ..., e,) et B = (e}, €}, ..., €)) deux bases de E.

coordonnées de e;- dans la base Z. Autrement dit :

el ... e
€1

Pas =l %

€n

DEFINITION 1 - MATRICE DE PASSAGE

La matrice de passage de Z vers %', notée Pg 4, est la matrice dont la j-iéme colonne contient les

| EXEMPLES 1 I

la base canonique de R> vers #'.

base canonique de Ry[X] vers %’

Montrons que la famille &' = ((1,0, 1),(=1,1,0),(1,1, 1)) est une base de R® puis donnons la matrice de passage de

Montrons que la famille 2" = (1,1+ X, 14+ X + XZ) est une base de Ry[X] puis donnons la matrice de passage de la

Soient Z et A’ deux bases de E.
La matrice Pg g est inversible et P;,j“@, =Pg .

PROPRIETE 1

*
DEMONSTRATION : On a remarqué que : Pg g = Mat g g(id).

Or, id est bijectif, donc Matggr gz(id) est inversible. Autrement dit, Pg g est inversible. De surcroft :

1 _ s =1
Pa.a = Matg g(id) ) ECG1 - chaptre 20 - propriété 10

= Matg g (d™") o
=  Matg g (id) Jid =
= Pz x

Petite remarque

En fait :

’D%,%/ = Mat_

(id)

CHAPITRE 3 - Page 3/16




Et on a méme :

PROPRIETE 2

Une matrice carrée est une matrice de passage si, et seulement si, elle est inversible.

*
[DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication.
Une matrice de passage est inversible, d'aprés la propriété 1.

& METHODE 1 % Pour montrer qu'une famille (eq, e, ..., e,) est une base, on peut montrer que la
e1 A €en

matrice ( (%) ) bc est inversible..

PROPRIETES 3- FORMULES DE CHANGEMENT DE BASE

Soient & et ' deux bases de E.
P1# Pour tout x € E :

Matg(x) = Pa 2 x Matg(x) QO Astuce du chef !
Pour mieux retenir ces formules,
P2# Pour tout f € Z(E) : on ne peut que regarder la
concordance des bases consécu-
Mat@/(f) — P@’,% « Matgg(f) « ’D@,@' tivement écrites... un peu comme

la relationd e Chasles.

P%J,gs/ X Mat@(f) X P‘@,@’

*
DEMONSTRATION :
P1# Soitx € E.On a:

Mat g/ (x)

Mat g/ ('Ld(x))
= Matggv@/([d) X Matgg(X)
= ng/”% X Mat@/(x)

J ECG1 - chapitre 20 - théoréme 3

P2# Soit f € Z(E). On a:

Matgg(f) = Matg(idofoid) - s

= Matg g(id) « Matg. gz (f) x Matug: glid) J ECG1 - chapitre 20 - théoreme 6

= P.@/,gg x Matgg(f) x ng’gg/ J propriété 1

= P;zj,ga/ X Mat@(f) X P.@,.@’

]
-1 -2 3
Soit f l'endomorphisme de R® canoniquement associé & la matrice A= [ 1 2

-1 -1 3

Dans Exemples 1 - E1, on a montré que la famille ' = ((1,0, 1),(—=1,1,0),(1,1, 1)) est une base de R>. Donnons la matrice
de f dans &', notée T, puis écrivons une égalité reliant A et T.
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Pour conclure cette partie, une derniere définition suivie d'une propriété assez théorique, mais utile.

DEFINITION 2 - MATRICES SEMBLABLES

Soient M, N € M, (R).
Les matrices M et N sont semblables lorsqu'il existe une matrice P € M, (R) inversible telle que :

M = PNP!

PROPRIETE 4 - CARACTERISATION DES MATRICES SEMBLABLES

Deux matrices (différentes) sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomorphisme
dans deux bases (différentes).

*
DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication...

Immédiat d'apres Propriétés 3 - P2.
Soient M, N € M, (R). Supposons que M et N sont semblables. Il existe alors une matrice P € M,(R) inversible telle
que : M = PNP™.
Montrons qu'il existe f € Z(E) telles que M et N représentent toutes deux f.
Notons Z = (e1, €3, ..., ep) la base canonique de E et f l'endomorphisme de £ canoniquement associé a M.
n

Pour tout j € [; n], on pose : e} = Zpi,jei. Ainsi, en notant ' = (e}, €5, ..., e,), on a alors : P = Pgg .
=1
L'éqgalité M = PNP~1 sécrit alors :
Matg(f) = Pz 2 NP 2

D'ot : . .
N = PgaMPg 5
- ’C‘?[I'BB(/;/)’P%“%/ ) propriétés 3 - P2
= B
Par conséquent, M et N sont toutes deux des matrices représentant le méme endomorphisme.
*

Il ELEMENTS PROPRES D'UNE MATRICE CARREE

Tout ce qui suit dans le chapitre concerne les matrices carrées. Toutes les notions peuvent étre formulées sur les
endomorphismes, mais cela nest plus dans lesprit du programme de Mathématiques Appliquées. Volontairement,
le cours sera conforme au programme, mais les exercices traités pourront utiliser le méme vocabulaire sur les
endomorphismes.

[l1 DEFINITIONS ET PREMIERS RESULTATS

DEFINITIONS 3 - VALEURS PROPRES, VECTEUR PROPRES ET SPECTRE D'UNE MATRICE CARREE
3

Soit A € M,(R).
D1# Soit A € R. Le réel A est valeur propre de A lorsqu'il existe X € M, 1(R) tel que :

X 40, ET AX =AX

Un tel vecteur X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A

D2# Le spectre de A, noté Sp(A), est l'ensemble des valeurs propres de A.

Petite remarque

Bien évidemment, cette formule
de changement de base peut
également servir pour détermi-
ner la matrice d'une application
linéaire dans une certaine base;
mais pour cela, il faut déja avoir
inversé la matrice de passage.

— Petite remarque

Cette définition est bien sy-
métrique (on dit que M et N
sont semblables, pas seulement
que M est semblable a N..)
puisque :

Important !
La condition X # 0,1 est
nécessaire, sinon tous les réels
seraient valeur propre de toutes
les matrices...

o

= Pour info...
St A est la matrice d'un
endomorphisme f, alors
Sp(f) = Sp(A) et on veille
au changement d'objet pour les
vecteurs propres...

CHAPITRE 3 - Page 5/16




& METHODE 2 & Pour montrer qu'un vecteur X est vecteur propre de A :
e on vérifie que X # 0,1,

e on calcule AX pour l'écrire sous la forme qqch x X, le gqch étant alors une valeur propre de A.

| EXEMPLE 3 I

-1 =2 3 1
On considere la matrice A= | 1 2 —=1].Montrons que le vecteur [ O | est vecteur propre de A.
-1 =1 3 1

Soient A € M, (R) et A une valeur propre de A. On note £,(A) = {X € M,1(R) | AX = AX}.
P1# E,(A) est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).
P2# 1 < dim (E,(A)) < n

PROPRIETES 5

*
DEMONSTRATION :

i

PROPRIETES 6

Soient A € M,(R), p € [2;+00[ et A1, Ay, ..., A, des valeurs propres distinctes de A.

P1# Cas particulier. St X;, X5, ..., X, sont des vecteurs propres de A associés respectivement aux valeurs
propres Ay, Ay, ..., Ay, alors la famille (X3, X3, ..., X;) est une famille libre de M, ;(R).

P2# Cas général. Si, pour tout i € [1;p], -%: est une famille libre de E, (A), alors la concaténation des
familles #, 7, ..., %, est une famille libre de M, ;(R).

*
DEMONSTRATION : Démontrons le cas particulier. Le cas général est analogue mais un peu plus lourd & écrire.

Vocabulaire ——
E4(A) est le sous-espace
propre de A associé a la valeur
propre A.

X Attention !
E,(A) n'est pas l'ensemble des
vecteurs propres associés a
A.. Clest l'ensemble constitué
du vecteur nul et de tous les
vecteurs propres de A associés
a la valeur propre A.

A retenir... ——

On aurait aussi pu remarquer
que Ej(A) = i
En particulier : Eg(A) = .........

En gros... ———

Une concaténation de familles
libres de sous-espaces propres
associés a des valeurs propres
distinctes est une famille libre
de M, 1(R).
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PROPRIETES 7 - NOMBRE MAXIMAL DE VALEURS PROPRES (HP ?)

P1# Toute matrice de M, (R) admet au plus n valeurs propres distinctes.
P2# Soient A € M, (R) et A1, Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de A. On a :

p
> dim (E,(A) <n
=1

*
DEMONSTRATION :

P1# Soit A € M, (R). Notons p le nombre de valeurs propres distinctes de A et Xj, X, ..., X, des vecteurs propres associés a
ces p valeurs propres respectivement.
D'apres la propriété précédente, la famille (X1, X2, ...,

Card(X1, Xo, ... Xp) < dim (M,1(R))

Xp) est une famille libre de M, 1(R). Ainsi :

Dot :
p<n

P2# Pour tout i € [1; p], notons Z%; une base de £, (A). Puisqu'une base est en particulier une famille libre, d'apres la propriété

précédente (cas général), la concaténation des bases %1, %,, ..., &, est une famille libre de M 1(R).
Notons .# cette famille libre obtenue par concaténation. On a ainsi :

Card(#) < n

Mais, puisque .# est la concaténation des familles %1, %,, ..., %,, on a également :

p
Card(#) = ) Card(#)

J pour tout i € [1;p], i est une base de £y, (A)

p
Conclusion : Zdlm (Ex(A) < n.
i=1

& METHODE 3 # Pour déterminer une base de E,(A), on peut :
1. résoudre le systeme linéaire AX = AX, d'inconnue X € M, 1(R),
2. ou déterminer la dimension de E,(A) puis trouver une famille libre de bon cardinal...

| EXEMPLE 4 I
-1 =2 3 1
Notons A = | 1 2 —=1]. Daprés lexemple précédent, le vecteur | O | est vecteur propre de A associé a la valeur
-1 -1 3 1

propre 2. Déterminons, deux deux facons différentes, une base de E;(A).

— Autrement dit :
On dit parfois qu'une matrice
de M,(R) possede au plus n
valeurs propres comptées avec
leur multiplicité géométrique,

la multiplicité géométrique (il
existe aussi une multiplicité
algébrique, hors programme)
d'une valeur propre désignant
la dimension de l'espace propre
associé.

o

= Rappel...
Soit Z une famille de vecteurs
de E.
o Si.F est libre, alors
Card(%#) < dim(E).
® SU.Z est génératrice de E,
alors Card(.%) > dim(E).

Petite remarque

P1 est un cas particulier de
P2. En effet, puisque pour tout
i€ [1n]. dim(Ex(A) =1, on

P

a: Zdlm (E)w (A)) > p. Et par
i=1

transitivité, on retrouve : p<n.
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Le plus difficile est bien souvent la recherche des valeurs propres...

.2 RECHERCHE DE VALEURS PROPRES

Commengons par transformer notre recherche...

PROPRIETE 8 - CARACTERISATION DES VALEURS PROPRES

Soient Ae M,(R)et A€ R. Ona:

(4 est valeur propre de A) <= ker(A—Al) # {0,1} A retenir
= rgA—Al) £ 0 est VP de A ssi A nest pas
& (A— A, nest pas inversible) inversible.

*
DEMONSTRATION : QC24 .

& METHODE 4 ® Pour déterminer les valeurs propres de A :
1. st A est triangulaire (ou diagonale), alors ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux;

2. si Ae M3(R), alors on utilise le déterminant pour trouver les réels A tels que A — AL n'est pas
inversible ;

3. sinon, on utilise l'algorithme du pivot de Gauss pour trouver les réels A tels que rg(A — Al,) n'est
pas maximal (on se raméne au rang d’'une matrice triangulaire).

| EXEMPLES 5 I

Les matrices suivantes admettent toutes O comme valeur propre :

Déterminons le spectre de la matrice A = (? 5]

—
—_—

Déterminons les valeurs propres de la matrice A= | 1 2 -
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Soit A € M,(R). Démontrons que Sp(A) = Sp(‘A).

Voyons maintenant une notion accompagnée d'un résultat qui nous sera, en pratique, tres utile.

Soient A € M,(R) et P € R[X].
Le polyndme P est annulateur de A lorsque : P(A) = 0,.

DEFINITION 4 - POLYNOME ANNULATEUR D'UNE MATRICE

| EXEMPLE 6 I

Montrons que le polyndme P(X) = X? — X — 2 est annulateur de la matrice A = | 1 —1

est inversible et donnons A",

Peut-on donner un autre polynéme annulateur de A?

—_

. Déduisons-en que A

X Attention | ———
%n dira donc toujours UN poly-

ndome annulateur de A.
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THEOREME 1 - EXISTENCE DE POLYNOME ANNULATEUR (HP)

Toute matrice de M ,(R) admet au moins un polynéme annulateur non nul.

Petite remarque ———

Au moins un... et donc, une
infinité !

En effet, si P est annulateur de
A, alors pour tout O € R[X],
QP est encore annulateur de
A.

*
DEMONSTRATION :

< rieur ou éqgale & n..
*

PROPRIETE g - LIEN VALEUR PROPRE / POLYNOME ANNULATEUR

Sotent A € M, (R) et P € R[X].

St P est annulateur de A, alors toute valeur propre de A est racine de P.

Autrement dit, st P est annulateur de A, alors Sp(A) € {r € R | P(r) = 0}.

Ou encore : st P est annulateur de A, alors les valeurs propres de A sont parmi les racines de P.

*
DEMONSTRATION :

= Pour info... ——
Toute matrice de M,,(R) pos-
sede méme un polyndéme annu-
lateur non nul de degré infé-

X Attention !
On a seulement une inclusion !
Toutes les racines d'un poly-
nome annulateur ne sont pas
nécessairement des valeurs
propres de A.. Sinon, tout réel
serait valeur propre de A
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® METHODE 5 & Pour déterminer les valeurs propres de A :

!
St lénoncé fait apparaltre un polynéme annulateur de A, alors : Important !

herche L . d lund L'événement ''énoncé donne un
® On cherche les racines de ce polynome, polgnéme annulateur dont une

e pour chaque racine r trouvée : racine n'est pas valeur propre
. . - . . de A" est quasi-impossible.
<o soit on résout AX = rX, et si l'ensemble des solutions est non réduit au vecteur nul, alors En prathje l'énonpcé fournit le

r est valeur propre de A (sinon, r n'est pas valeur propre de A) meilleur polyndme annulateur
© soit on justifie / on voit que la matrice A — rl, n'est pas inversible, et dans ce cas, r est qui soit...

valeur propre de A (sinon, r n'est pas valeur propre de A)
© soit on trouve un vecteur non nul X tel que AX = rX, et dans ce cas, r est valeur propre

de A
EXEMPLE 7
0 1 0
On considere la matrice A= |0 0 1] et on admet que AP —5A% + 8A — 45 = 0.
4 -8 5

Déterminons les valeurs propres de A ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre associé.

Enfin, pour terminer cette partie :
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valeur propre de A et

& METHODE 6 # Pour déterminer quelques valeurs propres de A :
1. st A n'est pas inversible (donc st ker(A) # {0,,1} ou si rg(A) # n), alors 0 est valeur propre de A;
2. si la somme des coefficients de chacune des lignes de A est égale au méme réel s, alors s est

en est un vecteur propre associé ;

3. puisque Sp(‘A) = Sp(A), si la somme des coefficients de chacune des colonnes de A est égale au
méme réel s, alors s est valeur propre de A (mais nous n‘avons pas d'expression générale d'un
vecteur propre associé);

4. si A est carrée de taille n et que l'on connait déja n — 1 valeurs propres de A, alors la derniere
s'obtient en soustrayant la somme des VP déja trouvées a la somme des coefficients diagonaux
de A (la trace de A).

| ExempLE 8 I

Déterminons les valeurs propres de la matrice A =

sans résoudre aucun systeme.

ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre associé

THEOREMES DE REDUCTION DES MATRICES CARREES

DEFINITION 5 - MATRICE DIAGONALISABLE

SOlt A S M/)(R)

La matrice A est diagonalisable lorsqu'il existe deux matrices P, D € M, (R) telles que :

P est inversible, D est diagonale et A= PDP~"

— X Attention !

o |l est rare de pouvoir trouver
toutes les valeurs propres d'une
matrice de cette fagon...

e La notion de trace d'une ma-
trice est hors programme et le
point 4. également. En pratique,
on pourra en revanche écrire :
‘on remarque que ... est VP de
A, car ... [utilisation de la carac-
4 térisation des valeurs propres|

Un endomorphisme f est dia-
gonalisable lorsqu'il existe une
base de E dans laquelle la ma-
trice de f est diagonale.
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THEOREME 2 - CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE DIAGONALISABILITE D'UNE MATRICE CARREE

Soit A € M,(R).

La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base de M, 1(R) constituée de vecteurs
propres de A.

Et, dans ce cas, si :

e D est la matrice diagonale constituée des valeurs propres de A,

e [ est la matrice de passage de la base canonique vers cette base de vecteurs propres de A, ) )
L'avantage de travailler avec

alors : A= PDP™". lendomorphisme de M, 1(R)
canoniquement associé a A, et
pas celut d'un autre EV : les
F objets sont les mémes !
DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication et travaillons avec les applications linéaires... Notons f l'endomorphisme En effet, f n'est autre que l'ap-
de M, 1(R) canoniquement associé a A. plication X — AX. Et ainsi,
les vecteurs propres de f sont
Supposons que A est diagonalisable et considérons deux matrices P, D € M,(R), avec P inversible et D diagonale telles exactement les vecteurs propres

1 de A...
que A= PDP™".
Notons A1, A2, ..., A, les coefficients diagonaux (rangés de haut en bas dans cet ordre) de D. Puisque les matrices A et D
sont semblables, d'aprés la propriété 4, elles représentent toutes deux le méme endomorphisme.
Par conséquent, il existe une base # = (e1, €2, ..., e5) de M, 1(R) telle que D = Matg(f). Mais, D étant diagonale, on
obtient :

Vie [1;n], fle) = Ae

Or (e, €z, ..., ep) est une base de M, 1(R), donc, nécessairement, les vecteurs eq, e, ..., e, sont tous non nuls.

On en déduit que, pour tout i € [1;n], A; est valeur propre de f (et donc de A) et que e; est un vecteur propre de f (et
donc de A) associé a la valeur propre A;.

Conclusion : (e1, e2, ..., e,) est une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A.

Supposons qu'il existe une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A.

Considérons 2 = (eq, ey, ..., e) une telle base et, pour tout i € [1;n], notons A; la valeur propre a laquelle est associé Petite remarque
le vecteur propre e;. +7Le5 A, A2, ..., Ay ne sont pas

On a ainst : nécessairement distinctes !
Vie [1;n], fle) = Aie;
Et ainsi :
M 0 = Rappel... ——
. Se souvenir de la maniére dont
Matg(f) = - {n remplit une matrice...
0 An
Notons alors D = Matgz(f) et P = Py, 5. D'aprés la formule de changement de base (propriétés 3 - P2), on a ainsi :
Matyc(f) = Py x Matg(l) x Pog _p
ppp! J Pase=Fila
Autrement dit :
A= PDP!
Conclusion : A est diagonalisable.
]
| EXEMPLE g I
3 -6 4
Reprenons la matrice A= | 0 0 1| de lexemple 8. Montrons que A est diagonalisable et donnons une matrice P
-1 2 0

inversible ainsi qu'une matrice D diagonale telles que A = PDP.

X Attention !
On veille bien a l'ordre dans
lequel sont rangés les valeurs
propres dans D ainst que les

vecteurs propres correspondant
dans P..
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THEOREME 3 - CONDITION SUFFISANTE DE DIAGONALISABILITE D'UNE MATRICE CARREE (HP ?)

Soit A € M,(R).
St A possede n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

*

DEMONSTRATION : Supposons que A posséde n valeurs propres distinctes Ay, Ay, ..., A,. Notons, pour tout i € [1;n], X; un
vecteur propre de A associé a la valeur propre A;; et notons également % = (eq, ez, ..., ep).
On sait que :

o la famille & est libre, car constituée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes (propriétés 6),
e Card(%) = n = dim (M, 1(R)).

Par conséquent, la famille # est une base de M, 1(R). Il existe donc une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A.
Conclusion : d'apres le théoreme 2, la matrice A est diagonalisable.

| EXEMPLE 10 I
17 2 3

Puisque la matrice [0 4 5| est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

0 0 6

Par conséquent, cette matrice posséde trois valeurs propres distinctes.

*

Petite remarque

Pas facile de savoir si cette
propriété est au programme
ou non. Dans le doute, il faut
savoir refaire le raisonnement
mis en place, qui est d'ailleurs
le raisonnement utilisé dans
Exemples 9 - ET1.

1 2 3
Conclusion : la matrice | 0 4 5] est diagonalisable.
0 0 6

THEOREME 4 - CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE DIAGONALISABILITE D'UNE MATRICE CARREE (HP

Soient A € M, (R) et A1, 4y, ..., A, les valeurs propres distinctes de A. On a :

p
(A dlagonallsab[e) = Zdlm (EAL(A)) =n

i=1

*
DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication...

p
Supposons que Zdim (EAI(A)) =n.
=1
Pour tout i € [1;p], notons Z; une base de E, (A). Puisqu'une base est en particulier une famille libre, d'aprés les
propriétés 6 (cas général), la concaténation des bases %1, %,, ..., %, est une famille libre de M, 1(R).
Notons .# cette famille libre obtenue par concaténation.
Mais, puisque .# est la concaténation des familles %1, %5, ..., %), on a :

Card(#) = Card(%4;)

™=

; J pour tout i € [1;p], B: est une base de £, (A)

I
M=

dim (£, (A))
1

Il
=) T

Par conséquent :
o % est une famille libre de M, 1(R),
o Card(ZF) = n = dim (M, 1(R)).
Ainsi, # est une base de M, 1(R), constituée de vecteurs propres de A.
Conclusion : d'apres le théoreme 2, A est diagonalisable.
Supposons que A est diagonalisable. D'aprés le théoreme 2, il existe donc une base de M, 1(R) constituée de vecteurs

propres de A.
Notons Z = (eq, ey, ..., e,) une telle base. Quitte a réordonner 4, on peut supposer que :

o Fy = (eq,...,ey,) est une famille de vecteurs propres de A associés a la valeur propre Ay,

o F2 = (en;41, .., €ny+ny) st une famille de vecteurs propres de A associés a la valeur propre A,

O

o Fp = (enq+n2+..+np,1+1 ..., €n) est une famille de vecteurs propres de A associés a la valeur propre A,
Puisque Z est une base de M, 1(R), elle est en particulier libre. Ainsi, pour tout i € [1;p], Z; est une famille libre de
M 1(R) et donc de Ej (A).
Dot :

Vi € [1;n], Card(F) < dim (£, (A))

Puts, en sommant :

p P
> Card(F) < ) dim (£, (4)
i=1 i=1

Autrement dit :

=

p
)_m<
i=1 i

dim (E,,(4)
1

Or:

Clest un théoreme tres impor-
tant, qui sert également pour
démontrer qu'une matrice n'est
pas diagonalisable. Mais il
semble étre passé HP.

Autrement dit : —
Les ny premiers vecteurs de
2B forment une famille de
VPassociés & A1, les ny sui-
vant forment une famille de
VPassociés a Ay, .., les n, der-
niers forment une famille de
VPassociés a A,

= Rappels...
e Une sous-famille d'une famille
libre est libre.
e Une sur-famille d'une famille
génératrice est génératrice.
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p
o d'aprés propriétés 7 - P2 : Zdlm (EAL(A)) <n

i=1

p
o par définition des .%;, on a : Z ni=n

Dot :

i=1

P
n <y dim(E,(A) <n
i=1

P
Conclusion : ) dim (E;,(A)) = n.

EXEMPLE 11

La matrice A =

i=1

est-elle diagonalisable ?

VN

— Petite remarque ——

On pourrait également voir

le théoréme 3 comme un cas
particulier du théoreme 4.. En
effet, st p = n, alors, puisque
chaque sous-espace propre est
de dimension au moins 1 et que
(propriétés 7) la somme des di-
mensions est inférieure ou égale
a n; on obtient nécessairement
que chaque sous-espace propre
est de dimension exactement 1.
Par conséquent, la somme des
dimensions vaut n... et donc A
est diagonalisable.
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PROPRIETE 10 - CAS D'UNE UNIQUE VALEUR PROPRE (HP ?)

Soit A € M,(R).

Ona:
A diagonalisable
9 . — A=A,
A possede une unique valeur propre A
* 7
DEMONSTRATION :
% Classique ! % ———
Résultat classique, a savoir
redémontrer trés rapidement st
besoin.
Petite remarque
La réciproque est évidemment
vraie |
*
| EXEMPLE 12 I
3 2 1
Puisque lamatrice A= [ 0 3 2| esttriangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Cette matrice admet
0 0 3
donc une unique valeur propre.
30 0
St elle était diagonalisable, il existerait alors une matrice inversible P telle que : A = PDP ' ouD=[0 3 0
0 0 3
On aurait alors :
A = Px3hxP
= 3PP
= 3k

Or, A+ 3.

O WN

3 1
Conclusion : la matrice | 0 2 | n'est pas diagonalisable.
0 3

THEOREME 5 - THEOREME SPECTRAL

Toute matrice symétrique de M, (R) est diagonalisable.

*
DEMONSTRATION : Nous manquons d'outils pour démontrer le cas général; mais le cas n = 2 est facile ! En exercice ?

*
| EXEMPLE 13 I

Les matrices suivantes sont diagonalisables :

Exemple classique d'utilisation de la réduction (diagonalisation ou trigonalisation) d'une matrice A : la calcul
simplifié des puissances de A. Mais dans quels types d'exercices peut-on rencontrer ceci?

CHAPITRE 3 - Page 16/16



	
	Changements de base
	Éléments propres d'une matrice carrée
	Définitions et premiers résultats
	Recherche de valeurs propres

	Théorèmes de réduction des matrices carrées


