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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 18

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

0000 EXERCICE 1 - PROBABILITES MANQUANTES
. . o 1/2\" .
Soit X une variable aléatoire telle que X(Q) =N et : Vn € [2;+c0], P([X = n]) = 1 (3) . On sait de plus
que les événements [X = 0] et [X = 1] ont méme probabilité. Déterminer cette probabilité.
Puisque X(Q)) = IN, la famille ([\ = ”l)nel\' est un systéme complet d’événements. Ainsi, la série Z]P([X = n]) est

n=0
convergente et :

+00
Z]P([X =n])=1
n=0
Mais :

Par conséquent :

P(X=0)+P([X=1]) =

[SSTR)

Mais P([X = 0]) = P([X = 1])...

Conclusion : P([X=0])=P([X =1]) =

W =

0000 EXERCICE 2 - PARAMETRE A DETERMINER
Soit X une variable aléatoire telle que :

e X(Q)=N*
e JaeR!/VnelN, P([X:n]):a;—n

Déterminer a.

Puisque X(Q) = IN¥, la famille ([\ = m])

ey estun systéme complet d’événements. Ainsi, la série ZP([X = n]) est

nx1
convergente et :

+00
Y P(X=n)=1
n=1

+00 +0o

;H’([X =n]) = Zﬂ(%)n

Mais :

‘ Conclusion:a = 2. ‘

0000 EXERCICE 3 - AVEC LA FONCTION DE REPARTITION
Soit X une variable aléatoire telle que X(Q) = IN*, dont la fonction de répartition vérifie : Vn € IN, Fx(n) =
n
(LY.
3
Déterminer la loi de X.
On a déja X(Q) = IN". Soit ensuite n € IN*.

e On sait que:

b REFLEXE! ————
[(X<n]=[X=nJU[X<n] Quand on veut retrouver la
Mais X est a valeurs entiéres, donc: [X <n]=[X<n-1]. loi a partir de la fonction de
D’ou : répartition, on pense a écrire
[X<n]=[X=nU[X<n-1] cette égalité d’évenements...
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e Or, les événements [X = n] et [X < n—1] sont incompatibles, d’ou :
P(X<n))=P(X=n])+P(X<n-1])

Ainsi :
P(X=n]) = P(X<n)-P(X<n-1]

|
ps]
3

J nn—1elN, car ne IN*

Il
—_
|

< —

n—1

1
Conclusion : X(Q) = N et, pour tout n € N*, P([X =n]) = (g)

2
3

eocoo EXERCICE 4
On dispose de trois urnes numérotées 1,2 et 3 constituées de la sorte :
e l'urne 1 contient deux boules blanches
e l'urne 2 contient une boule blanche et une boule rouge
e l'urne 3 contient deux boules rouges
L'expérience consiste a choisir une fois pour toutes une urne au hasard, puis a y effectuer une succession
de tirages d’une boule avec remise, jusqu’a I’éventuelle apparition d’une boule blanche.
Pour k € {1;2;3}, on note Uy I’événement : "on choisit l'urne k".
On considere la variable aléatoire X égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche. On attribue
la valeur 0 a X si l'on n'obtient jamais de boule blanche.
1. 1l.a. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simul_X() renvoie une réalisation de la
variable aléatoire X.
Les programmes sont regroupés a la derniére question.
1.b. En déduire un programme Python permettant d’obtenir I’histogramme des fréquences sur
1000 réalisations de X.
Les programmes sont regroupés a la derniere question.
2. 2.a. Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X.
Justifions, par double-inclusion, que X(€2) = IN.
Puisque X désigne le rang d’apparition de la premiere balle blanche et que X prend la valeur 0 si
aucune balle blanche n’est tirée, on a déja X(Q2) c IN.

Soit n € IN. Montrons que 1’événement [X = n] est non vide. — == RAPPEL...

o Sin=0: 4 X(Q) est 'ensemble image de
L'issue consistant a choisir 'urne 3 et a tirer une infinité de balles rouges appartient a I’éve- Q) par X : c’est 'ensemble de
nement [X = 0]. toutes les images des issues

o Sin=1: de Q.

Pour montrer que IN ¢ X(Q2),
il faut justifier que chaque en-
tier n est I'image d’au moins

L’issue consistant a choisir 'urne 2 puis a obtenir une balle blanche au premier tirage appar-
tient a I’évenement [X = 1].

o Sin>2: une issue par X... Pour cela,
L’issue consistant a choisir I'urne 2 puis a tirer n — 1 balles rouges puis une balle blanche il suffit de trouver une issue
appartient a I’événement [X = n]. dont I'image est n.

On a ainsi démontré : Yn e N, [X = n] # &. Autrement dit :
N c X(Q)

Conclusion : X(Q) =IN.

2.b. Déterminer Py, ([X = 1]), Py, ([X = 1]) et Py, ([X = 1]).
e Supposons l'évenement Uj réalisé.
Les tirages s’effectuent alors dans I'urne 1, qui ne contient que deux balles blanches. Par consé-
quent, le premier tirage fournira une balle blanche, et ainsi, I’événement [X = 1] sera réalisé.
D'ou :
Py, ([X=1]) =1
e Supposons I'événement U; réalisé.
Les tirages s’effectuent alors dans 'urne 2, qui contient une balle blanche et une balle rouge.
L'évenement [X = 1] est réalisé si, et seulement si, on tire directement la balle blanche au premier
tirage.
D’ou, par équiprobabilité du choix des balles :

e Supposons l’évenement Uj réalisé.

Les tirages s’effectuent alors dans l'urne 3, qui ne contient que deux balles rouges. Il est alors

impossible de tirer une balle blanche.

D’ou :

Py, ([(X=1)=0
2.c. Alaide de la formule des probabilités totales, calculer P([X =1]).

D’apreés la formule des probabilités totales avec (Uy, Uy, Uz) comme systéme complet d’événements, on
a:

P(X=1]) = PUNX=1)+PUNn[X=1)+P(U3n[X=1]) PU B . )
{ D F 1T T . (U1),P(Uy),P(Us) sont non nulles
- IE)(UI )IPUI ([X=1D+ P(U2)Py, ([X=1])+P( 3)Pu; (X=1) J question précédente et équiprobabilité du choix de I'urne
= =xl+=-x=-+0
% 3 2
-2
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j
3. Soit j € [2;+0co[. Démontrer que P([X =j]) = %(1) .

2
D’apres la formule des probabilités totales avec (Uy, Up, Uz) comme systéme complet d’événements, on a :
P(X=j) = PUN[X=/)+PUn[X=j)+PUsN[X=]]) J P(U;),P(Uy), P(U3) sont non nulles

P(U)Py, (X = j]) + P(U2)Pu, (X = j1) + P(U3) Py, (X = j])

J question précédente et équiprobabilité du choix de I'urne
Or:
e Comme a la question précédente : Py, ([X = j]) = 0.
e Supposons I’événement Uy réalisé.
Les tirages s'effectuent alors dans l'urne 1, qui ne contient que deux balles blanches. Par conséquent, le
premier tirage fournira une balle blanche, et ainsi, puisque j > 2, il est impossible d’obtenir la premiere
balle blanche au j-ieme tirage.
D’ou :
Py, (X=j])=0
e Supposons I’évenement U, réalisé.
Les tirages s'effectuent alors dans l'urne 2, qui contient une balle blanche et une balle rouge. Par consé-
quent, I'événement [X = j] est réalisé si, et seulement si, on des balles rouges des tirages 1 a j — 1, puis

une balle blanche au tirage j.
D’ot, par indépendance des tirages (car effectués avec remise) et équiprobabilité du choix de la balle :
(1Y
Py (X=/)=(3)

Par conséquent :

j
Conclusion : Vj € [2;+o00[, P([X =]]) = %(l) )

4. Déduire de ce qui précede la valeur de P([X = 0]).
Puisque X(Q) = N, la famille ([X = j])je]N est un systeme complet d’évenements. Ainsi, la série Z]P([X =7l
=0
est convergente et :

+00
Y P(X=j)=1
j=0

Mais : A { X ATTENTION!

+
8
+
8

Deux expressions différentes :
selonque j=1ouj>2..

P(X=1])+

Q| =

™
pac
X
I
I

—
1l
—_
—.
I
(S}

T
8

N =
+
W] =
—_—
N =
—_—
=
|
—_
|
N =

j=0
IR Y I
o2 3(1-1 2
2
!
= % :
-3
Par conséquent :
1
P([X=0])==
(X=0)=3
1
Conclusion : P([X =0]) = 3 PETITE REMARQUE
On remarque que P([X =

0]) = P(U3)... Normal, car si
PU, (X =0 =0..

5. Justifier que X admet une espérance et une variance et les calculer.
e Espérance.
© On sait que :

X admet une espérance  si, et seulement si, la série Z nlP([X = n]) est absolument convergente
nex(Q)
si, et seulement si,  la série ZH]P([X = n]) est convergente, car il s’agit d’une série a
n>0
terme général positif

o Soit N € IN, suffisamment proche de +c0. On a:

inIP([X:n]) = 0+P([X:1])+inIP([X:n])
n=0 n=2
1 11 1\t
= 3+330.703)

1 - o DR
Or, 3 €]-1;1[, donc la série Zn(f) est une troncature d’une série géométrique convergente.
n>2
Par conséquent, la série ZWIP([X = n]) est convergente.
n>0
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6. Bcrire un programme Python permettant d’obtenir des valeurs approchées de E(X) et de V(X).

o On en déduit que X admet une espérance et :

+00
EX) = ) nP(X=n])
n=0
1 118 !
-
273245712
1 11 1
= —4-- ~1
2 1\2
[(1‘2)
= 1

Conclusion : X admet une espérance et E(X) = 1.

e Variance.

o D’apres le théoreme de transfert :

X? admet une espérance  si, et seulement si,  la série Z HZIP([X = n]) est absolument convergente

nex(Q)

si, et seulement si, la série ZnZIP([X = n]) est convergente, car il s’agit d’une série

n>0

a terme général positif

o Soit N € IN, suffisamment proche de +co. On a:

inZ]P([X:n]) = O+]P([X:1])+i(n(n—l)+n)IP([X:n])
n=0 n=2
111 & =2 1] & -l
- 5*5?;’“”*“(*) *55;”(5)
Or,%

n>2

J linéarité de la somme

1 n-2 1 n—-1
€] - 1;1[, donc les séries Zn(n - 1)(5) et Zn(i) sont des troncatures de séries
n>2

géométriques convergentes. Par conséquent, la série anP([X = n]) est convergente.

n>0

o On en déduit que X admet un moment d’ordre 2, et :

+o0
EX?Y) = ) nP(X=n)
n=0
1 11 & 1y2 11 &
- 5*527n_2”<”‘1>(§) "33
11 & 12
= 14— =
f3p L )(2)
n=2
11 2
= l+333 3
> (1-3)
- 142
- 3

o Ainsi, X admet une variance et, d’apres la formule de Koenig-Huygens :

VX) = EX?)-EX)?
= 1+--1
4
T3

1 n—-1
32 Z 1 (E ) J voir calcul de I'espérance

4
Conclusion : X admet une variance et V(X) = 3

import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simul_X{() :
n=rd.randint (1 ,4)
i m==ll 3
return 1
elif n==3:
return 0
else :
p=rd .random ()
=l
while p>1/2:
p=rd.random ()
c=c+l1
return c

Lbornes=[-0.5+k for k in range(0,19)]
L=[simul_X () for k in range(1,10001)]
plt.hist(L,Lbornes,density=True,edgecolor="k")
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1| plt.show ()

3 |[E=sum(L)/len (L)

24 |L2=[x%%2 for x in L]
5 [Mesum (L2)/len (L2)

6 [VEM-Ex%2

7|print (E,V)

[CRCR

[

~

ee00 EXERCICE 5 - NOMBRE D’ECHECS AVANT PREMIER ET DEUXIEME SUCCES
On effectue une succession infinie de tirages avec remise dans une urne composée de 25% de balles
noires et 75% de balles blanches. On note X (resp. Y) la variable aléatoire égale au nombre de balles
blanches tirées avant l'obtention de la premiére (resp. deuxieme) balle noire. On attribue a X la valeur
—1 si aucune balle noire n’est tirée; et a Y la valeur —1 si au plus une balle noire est tirée.
On note également, pour tout k € IN*, Bg I’événement "obtenir une balle blanche lors du tirage k".
1. Loi de X.

l.a. Donner X(Q).
X(Q) = [~1;+oo].
1.b. Soit n € IN. Déterminer P([X = n]).
e Sin=0:

[X =0n]est réalisé  si, et seulement si, on obtient aucune balle blanche avant la premiére noire

si, et seulement si,  on obtient une balle noire au premier tirage
D'ou: -
[X=0]=B
Ainsi : !
P(X=0])= 1
e Sin>1:

[X =n]estréalisé si, et seulementsi, on obtient n balles blanches avant la premiére noire
si, et seulement si,  on obtient une balle blanche des tirages 1 a n, puis une balle noire
au tirage n+ 1

1X—nJ—[ﬂBk
k=1

Ainsi, par indépendance des lancers, on obtient :

D’ou :

N Byl

Les deux cas peuvent se regrouper...

mq
Conclusion : Vne IN,n P([X = n]) = (%) 4

1.c. En déduire P([X =-1]).

Puisque X(Q) = [-1;+oo], la famille ([\ = n]) est un systéme complet d’éveénements. Ainsi,

ne[-1;+oo[
+0o0
la série Z P([X = n]) est convergente et : Z P([X=n])=1.
n>-1 n=-1
Or: — PETITE REMARQUE
+0o0 +00 4
1 3\" e
Z]P([X: n)) = 1 Z(i) L’écriture Z]P([X:n])abien
n=0 n=0 n=0
1 du sens. En effet, puisque
T4y _3 P([X = n]) est conver-
_ 1 ! 4 n;l
N gente, il en est de méme de a
Par conséquent : série Z]P([X = n]), qui en est
P(X=-1]))=0 10
une troncature.

Conclusion : P([X =-1]) = 0. ‘

1.d. Justifier que X admet une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.
e On sait que:

X admet une espérance  si, et seulement si, la série > nP([X = n]) est absolument convergente

nexX(Q)

si, et seulement si,  la série Z nP([X = n]) est absolument convergente
n>-1

si, et seulement si,  la série ZHIP([X = n]) est absolument convergente (car série et
n>0

troncature ont méme nature, ou car P([X =-1]] = 0)
si, et seulement si, la série Zn]P([X = n]) est convergente, car il s’agit d’une série a
n>0
terme général positif
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l.e.

e Soit N € IN, suffisamment proche de +c0. On a:

N N
1/3y\"
Y rRX=r) = ) my(g)
n=0 n=0 N
13 3yt
- 11203
n=0
3 n—1

Or, 1 €]-1;1[, donc la série Zn(i) est une série géométrique convergente.

n>0
Par conséquent, la série ZnIP([X = n]) est convergente.

n>0

e On en déduit que X admet une espérance et :

E(X)

I
=~
=
"~
I
=
N~
=
=
[
\
I
(==}

=
I
o

Rl e e e
=W W
—

Conclusion : X admet une espérance et E(X) = 3.

avant 'apparition de la premiere balle noire.

En répétant un grand nombre de fois cette expérience, on obtiendra en moyenne 3 balles blanches

Justifier que X admet une variance et la calculer.
e Par théoréme de transfert :

X? admet une espérance  si, et seulement si, la série Z nzlP([X = n]) est absolument convergente

nex(Q)

si, et seulement si,  la série Z n?P([X = n]) est convergente, car il s’agit d’une série

n>-1
a terme général positif
e Soit N € IN, suffisamment proche de +c0. On a:

N N
Y wP(X=n) = ) n’P(X=n)
n=-1 ”:ON
1y o(3)
= )L (4)
n;O
1 3\
= EZ(n(n—lhn)(E)
.
32 3 n-2 3 3 n—1
= FoeenE) e m ()
n=0 n=0
3 - 3\"2 3\n-1 L
Or, 1 €] - 1;1[, donc les séries n(n— 1)(1) et n(i) sont des séries géométriques
n=0 n>0
convergentes.
Par conséquent, la série ZHZIP([X = n]) est convergente.

n=0
e On en déduit que X? admet une espérance et :

+00

EX?) = Zn211>([x:n])

n=-1
+o0

= ) n’P(X=n)

C R S

-3

18+3
21

+E(X)

e Ainsi, d’apreés la formule de Koenig-Huygens, X admet une variance et :

V) = EX)-(Ex)
= 21-9
= 12

J linéarité de la somme

J Plx=-1)=0

Conclusion : X admet une variance et V(X) = 12.
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2. LoideY.
2.a. Donner Y(Q).
Y(Q) = [1;+00[.
2.b. Soit n € IN. Déterminer P([Y = n]).

e Sin=0:
Ona:
[Y=0]=B;nB,
Puis, par indépendance des lancers :
1
P(Y=0)=1¢

e Sinx>1:

on obtient n balles blanches avant I'apparition de la deuxieme
balle noire

on obtient 1 balle noire et n balles blanches sur les lancers 1 a
n+ 1, puis une balle noire au lancer n + 2

[Y =n]estréalisé  si, et seulement si,

si, et seulement si,
D’ou : -
(B1 NBy...NBy1 N Bn+2)
U(B1NB2NB3N..A B NBri2)

U(ByN...n By N Byt NBy2)

n+l n+l

- U B N ﬂB,» NBpia
k=1 i=1
izk

D’oti, par incompatibilité deux a deux des éven
ne pouvant étre obtenue a deux rangs différents

Les deux cas peuvent se regrouper...

i |NBrs2

ements en jeu dans I'union (la premieére balle noire

):

J par indépendance des lancers

1

4

3

(3

Conclusion: VnelN, P([Y =n])=(n+ 1)(

)

2.c.
une espérance et la calculer. Interpréter le résu

e On sait que:

Y admet une espérance  si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

e Soit N € IN, suffisamment proche de +c0. On a:

VinP([Y—n]) = :Zon(n+l)(i)2(i)n
- g el

3 - 3 k-2
Or, 1 €]-1;1][, donc la série };k(k— 1)(1)

n admet que, de la méme facon qu’a la question 1.c., P([Y = —1]) = 0. Justifier que Y admet

Itat obtenu.

la série Z nP([Y = n]) est absolument convergente
neY(Q)

la série nP([Y = n]) est absolument convergente
nz-1

la série ZnIP([Y = n]) est absolument convergente (car série et
n=0

troncature ont méme nature, ou P([Y =-1])=0)

la série Zn]P([Y = n]) est convergente, car il s’agit d’une série a
n>0

terme général positif

la série ZHP([Y = n]) est convergente, car il s’agit d’une série a
n>0

terme général positif

J linéarité de la somme et changement d’indice k = n+1

est ne série géométrique convergente.

Par conséquent, la série ZHIP([Y = n]) est convergente.

n>0
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e On en déduit que Y admet une espérance et :

+00

Z nP([Y = n]) JP([Y:*I]):O

n=-1
+00

= ) nP(Y=n)

n=0
+00

< 3 Ff)
302

P(-3)
= 6

E(Y)

k-2

Conclusion : Y admet une espérance et E(Y) = 6.
En répétant un grand nombre de fois cette expérience, on obtiendra en moyenne 6balles blanches
avant 'apparition de la deuxieme balle noire.

3. Ecrire deux fonctions Python permettant de simuler une réalisation des variables aléatoires X et
Y.

import numpy.random as rd

3 |def simul_X () :

4 X=0

5 while rd.random()<3/4:
6 X=X+1

7 return X

o |def simul_Y () :

10 NE()

1 c=0 #nombre de noires

12 while c<2:

13 while rd.random()<3/4:
14 Y=Y+1

15 c=c+l1

16 return Y

000 EXERCICE 6 - SAUT EN HAUTEUR
Un sauteur en hauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1, 2,..., 1,.... Il ne peut tenter
de passer la hauteur (n+ 1) que s’il a réussi les sauts aux hauteurs 1, 2,...,n. On suppose que, pour tout
1

n € IN%, si le sauteur peut tenter le n-iéme saut, la probabilité qu’il le réussisse est —.

n
Pour tout k € IN*, on note Sy ’événement : "le sauteur peut tenter et réussit son k-iéme saut" et on note
X la variable aléatoire donnant le numéro du dernier saut réussi. On attribue a X la valeur 0 si tous les
sauts sont réussis.

1. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simul_X() renvoie une réalisation de la va-
riable aléatoire X.

I |{import numpy.random as rd PETITE REMARQUE

1
Puisque — — =0,la
n n—+oo

s |[def simul_X () :
boucle while s’arrétera

4 n=1
5 while rd.random()<1/n: presque-srement.
6 n=n+1 X ATTENTION!
7 return n-1 n désigne le numéro du saut
tenté... Donc le programme
2. Déterminer, pour n € IN%, la valeur P([X = n]). Sf’;;ﬁi“:fﬁrg add%:;\f:rra
Soit n € IN*. saut réussi.
e Ona:

[X =n]estréalisé  si, et seulement si, le dernier saut réussi est le n-iéme

si, et seulement si, les sauts 1 a n sont tentés et réussis et le n + 1-iéme est loupé
D'ou :
n
[Xn}[ﬂsk NSt
k=1

e Ainsi, d’aprés la formule des probabilités composées, puisque IP

P

|
=
%)
X
~
e
»
(3}
x

o X PS| N...NSy—1 (Sn) x ]PS| ﬂ..,ﬂS”(SnJrl)

n
ﬂ Sk |NSn+1
k=1

1 1
= — X T X..X X(]— )
2 n+1
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3. En déduire P([X = 0]).

D’aprés la question précédente et I’énoncé, on a X(QQ) = IN. Ainsi, la famille ([X = Vl])” est un systéme

PN S\
complet d’événements.

+00
Par conséquent, la série Z]P([X = n]) est convergente et Z]P([X =n])=1.

n>0 n=0
Or, pour tout N € IN* :
N N 1 1
ZP([X:”]) = Z(;7 (n+1)! Jpar télescopage
n=1 n=1
B 1 — IMPORTANT!
- (N+1)! 11 est également possible de
travailler sur les sommes in-
Mais : i 1 1 ~1.P . t- finies... MAIS, la linéarité
S e T (N+1) o arconsequent: sur les sommes infinies n’est

N—+co (N+1)!
valable qu’en cas de conver-

iy gence des séries en jeu. Il

ZIP([X =n])=1 faut donc mentionner leur

=1 convergence, sinon, il manque
4 clairement un argument!

Conclusion : P([X =0]) = 0.

4. Montrer que X posséde une espérance et la calculer.

e Onsait que:

X admet une espérance  si, et seulement si, la série Z nP([X = n]) est absolument convergente
nex(Q)
si, et seulement si,  la série Z nlP([X = n]) est convergente, car il s’agit d'une série a
n>0
terme général positif

e Soit N € IN, suffisamment proche de +co. On a:

N N
Z”IP<[X =n]) = Z”P([X =n]) J linéarité de la somme
n=0 n=1
N n N n
- Zﬁfz(nﬂ)'
n=1 n=1

N N
1 n
- Z (n—1)! N Z (n+1)! J changement d’indice k = n—1 dans la premiére somme

Or, la série Z o est une série exponentielle convergente; et, d’apres la question précédente, la série
k>0
n , . - .
Z W est également convergente. Par conséquent, la série Zn]P([)\ = n]) est convergente.
n+1)!
nx1 n=0

e On en déduit que X admet une espérance et :

O 1 n
EX) = ﬁfz(nﬂ)r

k=0 n=1

Conclusion : X posséde une espérance et E(X) =e—1.

eeco0 EXERCICE 7 - DEux PILE coNsECUTIFS 5
On joue a PILE ou FACE avec une piéce dont la probabilité d’obtenir PILE est —. Les lancers sont sup-
posés indépendants et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de lancers nécessaires pour
obtenir, pour la premiere fois, deux PILE consécutifs; X prendra la valeur 0 si une telle combinaison
n'apparait jamais. Pour n € [2;+o0[, on note p, = P([X = n]).
1. Expliciter les événements [X = 2], [X = 3], [X = 4] et donner leurs probabilités.
Pour tout k € IN¥, on note P, I’événement "obtenir PILE au k-iéme lancer" et F;, = Py.
e [’éveénement [X = 2] est réalisé si, et seulement si, on obtient PILE aux lancers 1 et 2.
D’ou :
[X = 2} =P NPk
Ainsi, par indépendance des lancers :

P(X=2)=;

e Ona:

[X'=3]estréalisé  si, et seulement si, on obtient le premier double-PILE aux lancers 2 et 3
si, et seulement si,  on obtient FACE au premier lancer, puis PILE aux lancers 2 et 3
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D’ou :
[X=3]=FFNP,NPs
Ainsi, par indépendance des lancers :

P(X=3])= 5

e De la méme facon :
[X=4]=(FLnF, NP3 NP;)U(P NFa NP3 NPy)
Or Py et Fj sont incompatibles, donc Py NF> NP3 NPy et F} NF, NP3 NPy également. Ainsi:
P([[X = 4]) P(F NF, NP3 NPy)+P(Py NF NP3 N Py)
4.8
§£ 81

81
]

27
2. Alaide de la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout n € [2;+o0],

J par indépendance des lancers

1 2
Pn+2 = 5Pn+1 + §pn

Soit n € [2;+0o[. D’aprés la formule des probabilités totales, avec (Fj,P;) comme systéeme complet d’événe-
ments,on a:

P(X=n+2) = IP(F1 ﬂ[X:n+2})+]P(P1 ﬂ[X:n+2]) J]P(Fl)et P(P;) sont non nulles
= ﬂl’(Fl)IPFl (X=n+ 2]2)+ P(P)Pp ([X =n+2])
= gIPFl([X:)’1+2])+§IPP1([X:V[+2])

Ensuite :
e Supposons Fj réalisé.
Dans ce cas :

si, et seulement si,  on obtient le premier double-PILE au bout de n+ 1 lancers 4 De 2a n+ 2 inclus, il y a

[X=n+2]estréalisé  si, et seulement si, les lancers 2 & n+ 2 terminent par le premier double-PILE ' RAPPEL...
n+2-2+1=n+1 entiers.

D’ou :
Pp ([X=n+2]) = P(X=n+l1])
= Pn+l

e Supposons P réalisé. Autrement dit, le premier lancer a donné PILE.
Puisque n > 2, on a n+2 > 4. Ainsi, il est impossible d’avoir un autre PILE au lancer 2.
Dans ce cas :

[X=n+2]estréalisé si, et seulementsi, on obtient FACE au lancer 2, puis les lancers 3 a n+2 terminent
par le premier double-PILE

Notons alors D, I’événement "les lancers 3 a n+2 terminent par le premier double-PILE". Dans ce cas :

Pp ((X=n+2]) = PFEN D”+2 J par indépendance des lancers

= IE’(Fz) « P(Dps2)

= gIP(DrH—Z)
Mais :

]5;:2 est réalisé  si, et seulement si,  les lancers 3 a n+2 terminent par le premier double-PILE '@\RAPPFL"' ]
si, et seulement si,  on obtient le premier double-PILE au bout de n lancers De?’ an+2inclus,ilyan
entiers.
Par conséquent :
P(Dp2) = P(X=n])
= Pn

D'ou : .
Pr (X =n+2])= 3P,

1 2
Conclusion : pour tout n € [2;+00[, py42 = 3P+t GPn-

3. En déduire, pour tout n € [2;+o0[, l'expression de p,.
1 2
2

La suite > est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique x“ — =x— — =0,
n)n>2 3 9

2 -1
dont les solutions sont 3 et X

Ainsi :

2\ =1y
ANpER/ Yn e [2+00], pnzx(g) +u(7)

4 4
Or, d’apres la question 1. : py = 3 et p3 = —.

27
Mais :
, 4 .l 4
2 = 3 3 p Y
9 9" "9 9
4 = g, 1 _ 4
s = 37 27Tt 27
{4>\+p - 4
8A\—p = 4
2
r o= %
— B é
BT 3
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Par conséquent :
PETITE REMARQUE

2(2\" 4 (-1y"
Pn=3 (5) *3 (?) En utilisant le sce ([X =
o+l 4 n ”])ne]N\[l]’on pourrait alors
Conclusion : ¥n € [2;+o0[, py, = (7) += (T ) ) obtenir P([X = 0]) = 0.

4. Démontrer que X admet une espérance et la calculer.

e Onsait que:

X admet une espérance  si, et seulement si, la série > nlP([X = n]) est absolument convergente

nex(Q)

si, et seulement si, la série % nP([X = n]) est convergente, car il s’agit d’une série a
n=0
n#l

terme général positif

e Soit N € N, suffisamment proche de +c0. On a:

N N
Z”]P(IX =n]) = nP([X =n]) J question précédente et linéarité de la somme
= n=2
N N
22 2 n—1 4 -1 n—1
192%)—52Wﬂ

2 -1 o 2 n—1 -1 n-1 .
Or, - €]-1;1[ et — €]—1;1[ donc les séries ) n ( ;) et > n ( T) sont des troncatures de séries
o) o) o) 2
n>2 n>2
géométriques convergentes.
Par conséquent, la série > nP([X = n]) est convergente.

n>0
n#l

e On en déduit que X admet une espérance et :

,» 22 too 2 n—1 4 too -1 n—1
e = 5205 -ml(5)
n=2 n=2
22 4 1
To32(, 22 32 1
=3) ()
22 5, 4 37
= 53
2 32 42
e
T4
. . , 15
Conclusion : X admet une espérance et E(X) = T

5. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simul_X() renvoie une réalisation de la va-
riable aléatoire X.

I |import numpy.random as rd
3 |def simul_X () :

! c,d=0,0 # ¢ compte les PILE consécutifs , d compte les lancers
5 while c<2:

6 d=d+1

7 x=rd .random ()

8 if x<2/3:

9 c=c+l

10 else :

1 c=0

12 return d

o000 EXERCICE 8 - JuSQU’A LA BALLE ROUGE, AVEC RAJOUT DE BALLES BLANCHES
Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On effectue des tirages successifs d'une boule

dans cette urne avec les régles suivantes :
e sion obtient la boule rouge, on arréte les tirages;
e sinon, on remet la boule blanche tirée dans 'urne, on ajoute une boule blanche supplémentaire et
on recommence.
On note T la variable aléatoire associée au nombre de tirages ainsi effectués. T prendra la valeur 0 si la

balle rouge n’est jamais tirée.
Notons, pour tout k € IN* : By I’événement "tirer la balle blanche au tirage k" et Ry = By.
1. Soit i € [2;+00[. Déterminer Py n_ g, , (B;).
i-1
Supposons I’évenement m B; réalisé.
k=1
Autrement dit, les tirages 1 a i — 1 ont donné une balle blanche. Ainsi, i — 1 balles blanches ont été ajoutées.
Par conséquent, le tirage suivant s’effectue dans une urne constituée de i — 1+ 1 =i balles blanches et 1 balle
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rouge.
L’évenement B; est alors réalisé si, et seulement si, on tire une des i balles blanches parmi les i + 1 balles. Par
équiprobabilité du choix des balles, on a alors :

Ppin.nB;_; (Bi) = —

i+1
. . i
Conclusion : Vi € [2;+c0, Pp,n..AB;_; (Bi) = I
2. Pour n € IN¥, déterminer P([T = n]).
Soit n e IN*.
Distinguons deux cas :
e Sin=1:
L'évenement [T = 1] est réalisé si, et seulement si, on tire la balle blanche au premier tirage. D’ou :
[T=1]=Ry
Puis, par équiprobabilité du choix des balles :
1
P(T=1])= =
(IT=1)=5

e Sin>2:

[T =n]estréalisé si, et seulementsi, on a effectué n tirages
si, et seulement si, les tirages 1 a n—1 ont donné une balle blanche et le tirage # la
balle rouge

D'ou :
n—1
[T=n]= ﬂBk nR,
k=1

Puis, d’aprés la formule des probabilités composées, puisque P(By N...NB,_1)#0:

P(T=n]) = IIP(EI )IPBll(Bz)"'IPBlﬂ~~ﬂBn—2(B”—1 PBiNn..08,_; (Rn) J d’aprés la question précédente
n—
= %g n Ppin.nB, (Rn) J raisonnement analogue a la question précédente
n-1 1
T 33 +1 télescopage
B L o J
T on(n+1)

Les deux cas se regroupent...

1

Conclusion : Yn e IN*, P([T =n]) = Tir D)

3. En déduire la probabilité de tirer la balle rouge.
D’aprés I’énoncé et la question précédente : T(Q2) = IN. Ainsi, la famille ([T = n])”E]N est un systéme complet
d’éveénements.
+0o0
Par conséquent, la série ZIP([T = n]) est convergente et Z]P([T =n])=1.

n>0 n=0
Or, pour tout N € N*:

N N 1
ZIP({T =n]) = ZW

n=1 n=1

N
B Z n+1l-n
= l nn+1) J par linéarité de la somme PETITE REMARQUE
n=
N N Pour le coup, ici, impossible
_ Z Lo 1 ) d’utiliser la linéarité sur les
n n+1 J télescopage sommes infinies, puisque les
! 1 ! s’riele tZ ! sont
= 1- ¢ n ¢ n+1
N+1 n>1 n=1
divergentes...
Mais: lim 1- =1.Dou:
N—+o0 N+1
400
) P(T=n)=1
n=1

Conclusion : P([T =0]) = 0.

4. T admet-elle une espérance? Si oui, préciser sa valeur.
e On sait que:

T admet une espérance  si, et seulement si, la série Z nP([T = n]) est absolument convergente
neT(Q)
si, et seulement si, la série ZH]P([T = n]) est convergente, car il s’agit d’une série a
n=0
terme général positif
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e Soit N € IN, suffisamment proche de +c0. On a:

N

) (T =)

n=0 n=1

Il
M
3
=
5
|
=

N 1
- Z n+1 J changement d’indice k =n+1
N+

1
k

P
(S}

- 1 , - . ; )
Or, la série Z A est une troncature d’une série de Riemann divergente (d’exposant a = 1).
k>2
Par conséquent, la série ZHIP([T = n]) est divergente.
n=0

Conclusion : la variable aléatoire T n’a pas d’espérance.

ee00 EXERCICE 9 - OBTENIR CHAQUE FACE

e N . ceis 1 . 2
On lance indéfiniment une piece truquée dont la probabilité d’obtenir PILE est 3 Les lancers sont sup-
posés indépendants.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir chacun des deux
cOtés de la piece; et X prend la valeur 0 sinon.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.
On note, pour tout k € IN¥, P, I’événement "obtenir PILE au lancer k" et F = Py.
e Onadéja: X(QQ)=IN\ {1} (X peut prendre la valeur 0, d’aprés I’énoncé; mais X ne peut pas valoir 1).
e Soit 1 € [2;+00].
o Ona:
[X =n]estréalisé si, et seulementsi, nlancers sont nécessaires pour obtenir les deux cotés de la piece

si, et seulement si, les lancers 1 a n—1 ont donné le méme coté et le lancer n l'autre
coté

D’ou :
n—1 n—1
[x:n]:[ﬂpkan U ﬂkaPn

k=1 k=1

n—1
o Or, les évenements P, et F, sont incompatibles, c’est donc également le cas des événements ﬂ PN
k=1
n-1

F, et ﬂ F, NP,
k=1
Par conséquent :

n—1
ﬂPkan +P

P(X =) =P| [
k=1

n—1
ﬂ F. NP,
k=1

Puis, par indépendance des lancers :
2\n-1 1 1\"-1 2
risean=(2" Lo (32
(X=n)=(3) 3+(3) 3
e Déterminons enfin P([X = 0]).
Puisque X(Q) = N\ {1}, la famille ([X = n])

Z P([X = n]) est convergente et :
nelN\{1}

neN\(1) est un systeme complet d’événements. Ainsi, la série
+o0

P(X=0)+) P(X=n)=1
n=2

Apres calculs, on obtient :
P((X=0])=0

Conclusion : X(Q)=IN\ {1}

P([X = 0]) = 0; Vn € [2+oo], P(X = n]) = (%)'H %Jr(%)”*l %

2. Justifier que X admet une espérance et préciser sa valeur.

e Onsait que:

X admet une espérance  si, et seulement si, la série Z nP([X = n]) est absolument convergente
nex(Q)
si, et seulement si, la série ZHIP([X = n]) est convergente, car il s’agit d’'une série a
n>0
terme général positif
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e Soit N € IN, suffisamment proche de +c0. On a:

N N
anP([X - ”]) = 0+ Z”IP([X - n]) J par linéarité de la somme
n=0 n=2
N N
1 2 n-1 2 1 n—1
= 325 +5u(3)
n=2 n=2
1 2 2\n-1 2\n-1
Or, 3 el-1;1] et 3 €]—1;1[, donc les séries Zn(3) et Zn(g) sont des troncatures de séries
n=2 >
éométriques convergentes. Par conséquent, la série nIP([X = n]) est convergente.
g q g q g
n>0
e On en déduit que X admet une espérance et :
+00
EX) = OP(X=0])+ anp([x =n))
n=2
1 +00 2 n—1 2 +00 1 n—1
SOVE R
3 3 3 3
S R
1 2\~ 2 1\"
- 3(EAE 3T ]
n=1 n=1
1 ( 1 1]+ 2( 1 ]
la-32 AR I
7
2

7
Conclusion : X admet une espérance et E(X) = 3

3. Soit la variable aléatoire Y = X(X - 1).

3.a. Démontrer que Y admet une espérance et préciser sa valeur.
e Par théoréme de transfert :

Y admet une espérance  si, et seulement si, la série Z n(n—1)P([X = n]) est absolument convergente
nex(Q)
si, et seulement si, la série Zn(n —1)P([X = n]) est convergente, car il s’agit d'une
n>0
série a terme général positif

e Soit N € IN, suffisamment proche de +co. On a:
N N

Zn(rl -DP([X=n]) = Zn(rl— DP([X =n]) J par linéarité de la somme

: Zi n-p(2) 7 in_l()

1 2 n-2
Or,ge]—l;l[etge]—l;l[, donc les séries ;n(n—l ( ) etZ (n—1 ( ) sont des
nz

-2

troncatures de séries géométriques convergentes. Par conséquent, la série Z (n—1)P([X =n])

n=0
est convergente.
e On en déduit que Y admet une espérance et :
+0o
EY) = ) n(n-1)P(X=n])
ﬂ:2-# +
2 o 2\n-2 2 o0 n-2
= 5 ) nln-1) g) to3 Zn(n—l)(f)
n=2 n=2
B 2 2 2
COP-3P P -y
3 3
_ 7
2
27

Conclusion : Y admet une espérance et E(Y) = >

3.b. En déduire que X admet une variance et préciser sa valeur.

On remarque que X2 =Y+X. Puisque X et Y admettent une espérance, c’est également le cas de X2 et
de plus, par linéarité de 'espérance :

E(X2)=E(Y)+EX) =17
Par conséquent, X admet une variance et, d’apres la formule de Koenig-Huygens :

19

Conclusion : X admet une variance et V(X) = T
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4. Ecrire une fonction Python permettant de simuler une réalisation de la variable aléatoire X. En
déduire un programme permettant de confirmer les valeurs de l'espérance et de la variance de X.

I |import numpy.random as rd

s |def simul_X () :
! x=rd .random ()

5 c=1

6 if x<1/3:

7 while x<1/3:

8 x=rd .random ()
9 c=c+l

0 else :

1 while x>1/3:

2 x=rd .random ()
3 c=c+1

14 return c¢

16 |IL=[simul_X () for n in range(100000)]
17 |[E=sum(L)/len (L)

L2=[x*#x2 for x in L]

IM=sum (L2)/len (L2)

V=M-E xx2

print (E,V)

S o =

SR

ee00 EXERCICE 10 - TyPE coNCcOURs
Une personne envoie chaque jour un mail codé par 'intermédiaire de deux serveurs : le serveur A ou le
serveur B.
On constate que le serveur A est choisi dans 70% des cas et donc que le serveur B est choisi dans 30%
des cas. Les choix des serveurs sont supposés indépendants les uns des autres.

1. Dans cette question, on suppose que la probabilité d’une erreur de transmission avec le serveur A
est de 0,1, alors qu’elle est de 0,05 avec le serveur B.
l.a. Calculer la probabilité pour qu’il y ait une erreur de transmission lors de I’envoi d’un mail.

Notons E I’événement "avoir un erreur de transmission lors de I’envoi d’'un mail"; et notons A I'évene-

ment "le mail est envoyé par le serveur A" ainsi que B I’événement "le mail est envoyé par le serveur B".

D’apreés la formule des probabilités totales, avec (A, B) comme systéme complet d’événements, on a :
P(E) = PANE)+P(BNE)

P(A) x P 4(E) + P(B) x Pg(E
= 0,7x0,1+0,3x0,05

) J P(A) et P(B) sont non nulles

7 15
= +
100 1000
B 85
1000
- 17
-~ 200
Conclusion : la probabilité pour qu’il y ait une erreur de transmission lors de 'envoi d’un mail est
17
égalea —.
O 200

1.b. Sile courrier a subi une erreur de transmission, quelle est la probabilité pour que le serveur
utilisé soit le serveur A?
Cela revient a calculer P (A).
Puisque IP(E)#0,0on a:

P(ANE)
Pp(A) = —
E(A) B(E)
7
_ 100
- 17
200
14
17
. e ) . .14
Conclusion : la probabilité recherchée est égale a IV
/

2. Unjour donné, appelé jour 1, on note les différents serveurs utilisés par 'ordinateur par une suite
de lettres. Par exemple, la suite AABBBA... signifie que les deux premiers jours, 'ordinateur a
choisi le serveur A, les jours 3,4,5 il a choisi le serveur B et le jour 6 le serveur A.

Dans cet exemple, on dit que I'on a une premiere série de longueur 2 et une deuxiéme de longueur
3 (ce qui est également le cas de la série BBAAAB...).
On note L; la variable aléatoire représentant la longueur de la premiere série et L, celle de la
deuxiéme série.
Ainsi, pour k € IN¥, dire que L1 = k signifie que pendant les k premiers jours, c’est le méme serveur
qui a été choisi et le jour suivant 'autre serveur.
Pour n € IN¥, on note A, I’événement "le serveur A a été choisi le jour n", et on définit de méme
I’événement B,,.
2.a. Déterminer P([L; = 2]).
e Ona:

PETITE REMARQUE
En toute rigueur, I'énoncé
aurait da attribuer une valeur
a L dans le cas ou c’est le
méme serveur qui est toujours
choisi... De méme pour Lj.
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[L; =2]estréalisé si, et seulement si, la premiére série a une longueur de 2
si, et seulement si,  le méme serveur a été choisi sur les jours 1 et 2, puis l'autre lors
du jour 3
Alnst: X ATTENTION!
Pour dire que la premiere
série est de longueur 2, il
faut indiquer le serveur du
troisieme jour!

[L1=2]=(A1NA;NB3)U (B NByNA3)

e Or, Ay et By sont incompatibles, c’est donc également le cas de Ay NA;NB3 et By NByNA3. Ainsi:

P([L; =2])=P(A; NANB3)+P(By NByNA;3)
Puis, les choix de serveurs étant supposés indépendants les uns des autres, on obtient :
P(L; =2])=0,7%x0,3+0,32 x 0,7

2.b. Montrer que pour tout k € IN* :

P(L; =k]))=0,3*x0,7+0,7F « 0,3

Soit k € [[1;+00].
e Ona:
[L; =k2]estréalisé  si, et seulement si, la premiére série a une longueur de k

si, et seulement si, le méme serveur a été choisi sur les jours 1 a k, puis l'autre lors
du jour k+1

(mA;)ﬂBkH]U((mB;)mAkH

i=1 i=1

Ainsi :

[L1=k]=

k k
e Or, Agy; et Bgyy sont incompatibles, c’est donc également le cas de (mA,‘) N Bgyp et (mB,-) n
i=1 i=1
Ag4q. Puis, les choix de serveurs étant supposés indépendants les uns des autres, on obtient le
résultat voulu.

Conclusion : pour tout k € N*: P([L} = k]) = 0,3k x0,7+0, 7k « 0,3. ‘

+0o0
2.c. Vérifier que Z]P([Ll = k]) converge et que Z]P([Ll =k])=1.

k>1 k=1
La convergence de ZIP([LI = k]) est assurée car :
k>1
° ([Ll = k])kZl est une sous-famille du sce ([Ll = k])keL] Q' e oo
e et que la série Z P([L; = k]) est convergente (de somme égale a 1). Einon, on tre}vaille sur la
kel1(Q) somme partielle.

On peut alors se lancer dans le calcul :

+o0
) P(Li =K])
k=1

+00 +00
0,720,3’< +o,3Zo,7k
k=1 k=1

+00 +00
= 0,7[20,3"—1 +o,3[Zo,7k—1
k=0 k=0

i
- 0,7( 71)+0,3(771)
1-0,3 1-0,7
= 03407
1

400
Conclusion : la série Z]P([Ll =k]) converge et Z]P([Ll =k])=1.

k>1 k=1
2.d. Montrer que L; admet une espérance et la calculer. v RIGUEUR!
+00 Ce n'est pas vraiment correct,
On avait obtenu Z]P([Ll =n]) =1, on peut donc considérer que L, (Q) = IN*. mais 1’énoncé ne nous laisse

pas le choix. Voir la premiere

n=1 B A
remarque de 'exercice.

e On sait que:

L admet une espérance  si, et seulement si, la série Z nP([L; = n]) est absolument convergente

nel1(Q)
si, et seulement si,  la série ZnIP([Ll = n]) est convergente, car il s’agit d’une série
n>1

a terme général positif

e Soit N € IN¥, suffisamment proche de +c0. On a:

N N N
ZnIP([Ll =n]) = o,7xo,3Zno,3”*1+o,3xo,7Zno,7”*l
n=1

n=1 n=1
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Or, 0,3 et 0,7 appartiennent a | — 1;1[, donc les séries E n0,3" 1 et E n0,7"1 sont des séries
n>1 nx1

géométriques convergentes .

Par conséquent, la série L1 admet une espérance et :

+00

Y nP([Ly = n))

n=1

+00 +00
= 0,7x0,3 Zno,s’H +0,3x0,7 Znoi”*l

n=1 n=1

1
= 0,7x0,3><77+0,3><0,7><
(1-0,3)~

E(Ly)

(1-0,7)?

| w

= +

I\J‘UI\I
—| oo
W[~

Conclusion : L} admet une espérance et E(L;) = Z—l

2.e. Soit n € IN*. Justifier soigneusement que pour tout k € IN*,
P([L; =k]N[Ly =n])= 0,351 50,77+ 0,71 . 0,3"
Soit k € IN*.

[L; =k]N[Ly = n] estréalisé  si, et seulement si, la premiere série est de longueur k et la seconde
de longueur n

si, et seulement si,  un serveur est choisi des jours 1 a k, puis l'autre X ATTENTION!
des jours k+ 1 a n puis a nouveau le premier le | Pour savoir que la seconde
jour n+ 1 chaine a une longueur de n,
il faut indiquer le serveur qui
D’ou : suivra : celui du jour k+n+1.
k k+n k+n
[Ly =k]N[Ly=n]= ﬂAi N ﬂ Bi [N Asnir [U me N ﬂ Aj | N Brynsl
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1
k k+n
Or A1 k+1 et Byik+1 sont incompatibles, c’est donc également le cas de ﬂAi N ﬂ Bi |[NAgipeq et
i=1 i=k+1
k k+n
ﬂ B; N m Aj |NBjyp1- Puis, par indépendance du choix des serveurs, on obtient le résultat voulu.
i=1 i=k+1

Conclusion : pour tout k € IN¥, ]P([L1 =k]Nn[L, = n]) =0,351 0,7+ 0,781 0,37,

qoe s ez — v RIGUEUR!
2.f. En déduire, a 'aide de la formule des probabilités totales, la valeur de IP([L, = n]) pour tout )
* En fait, ([Ll = k]) . estun
nelN". N ket
systéme quasi-complet d’éve-
kelN* nements, mais cette notion
ments, on a: 4 n'est pas au programme; et la
FPT est bien encore valable
e pour un SQCE... A mettre
P(Ly=n]) = Z]P([Ll =k]n[Ly = ”]) J question précédente en lien avec la premiére.re—
k=1 marque faite sur I’exercice.

Soit n € IN*. D’aprés la formule des probabilités, avec ([Ll = k}) comme systeme complet d’évene-

+00
1 1
= ZO, 3k+ x0,7"+0, 7]<Jr x 0,3" J par linéarité de la somme, car Z(),SkH et ZO, 7K+1 sont convergentes
k=1 k>1 k>1
+00 +00
= 07") 0,3140,3") o7k
k=1 k=1 % CLASSIQUE! % ———
IS i IS i Question classique, qui sera
_ nn 22 i n 2 i )
= 07703 ZO’ 3°+0,370,7 ZO’ 7 J changements d’indices i =k + 1 revue 'an prochain dans le
; ilz() B : i=1 chapitre sur les couples de
= 0,370,7"" +0,70,3" variables aléatoires. Autant
commencer a se familiariser
Conclusion : pour tout n € IN*, P([L, = n]) =0, 320,7"1 +0,720,3"L. cette annee.

+0o0
Remarque : on a facilement ZIP([Lz =n])=1..

n=1

ee0o EXERCICE 11 - TYpE coNcOURS
On réalise une suite de lancers indépendants d’une piece équilibrée. On note :

e pour n € N%, P, I’événement "obtenir PILE au lancer n" et F, = P,

e X la variable aléatoire qui prend n comme valeur (pour n € [2;+0co]) lorsque 1'on obtient pour la
premiere fois PILE puis FACE dans cet ordre aux lancers n—1 et n. La variable aléatoire X prend
la valeur 0 si une telle combinaison n’arrive jamais.

1. Préciser X(Q).
2. Calculer P([X = 2]).
3. Loide X.
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3.a. Décrire I'’évenement [X = 3] a I'aide des événements Py et Fy puis calculer sa probabilité.

3.b. Ecrire, pour n € [3;+0o[, "événement [X = n] comme union de n— 1 événements incompa-
tibles.

1 n

3.c. En déduire : Vn € [3;+00], P([X =n]) = (n- 1)(5) . Vérifier que cette relation est encore
valable pour n = 2.

3.d. Déduire des questions précédentes la valeur de IP([X = 0]). Interpréter le résultat.

4. Dans cette question, on se propose de retrouver la loi de X par une autre méthode...
4.a. Al'aide de la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout n € [2;+oco],

1

PX=n+1])= 3P(X =)+ 2

4.b. On pose, pour 1 € [2;+00[, u, = 2"P([X = n]). Démontrer que la suite (u,),>> est arithmé-

tique. PETITE REMARQUE
4.c. En déduire, pour n € [2;+oo[, I'expression P([X = n]). Je n'ai pas eu envie d'écrire
. 3 le corrigé de cet exercice... Si
5. Justifier que X admet une espérance et la calculer. besoin, il s’agit d’un exercice

du sujet EDHEC 1998 voie E.

o000 EXERCICE 12 - TypE cONCOURS
On réalise une suite de lancers de piéce dont la probabilité d’obtenir PILE vaut p, avec p €]0;1[, jusqu’a

obtenir deux PILE consécutifs. On note g = 1 — p. Soit X la variable aléatoire donnant le rang du second
PILE consécutif.
Par exemple, les lancers FFFPFPFPP donnent X = 9.
On note, pour tout k € IN*, P, I'’événement "obtenir PILE au lancer k" et F; = Dy.
1. Déterminer les probabilités : P([X = 2]), P([X = 3]) et P([X = 4]).
e L'évenement [X = 2] est réalisé si, et seulement si, on obtient PILE aux lancers 1 et 2.
D’ou : [X = 2] =P; NP,. Ainsi, par indépendance des lancers : P([X = 2]) = p.
e Deméme, ona:[X =3]=F NP,NPs, donc, par indépendance des lancers : P([X = 3]) = gp°.
e Etenfin: [\ = 3] =(FiNENP3NPy)U(Pr NnE, NP3 NPy).
Or, les évenements F| NF, NP3 NPy et Py NF, NP3 N Py sont incompatibles (car Fy et Py le sont). D'ou :
P([X = 4]) = P(F; N Fa N P3N Py) + P(P; N F, NP3 N Py)

Puis, par indépendance des lancers, on obtient :

P(X=4]) = q°p’+qp’
= ap (9+p)
= qp”
2. Justifier que (Fl;Pl NEy; P N Pz) est un systéme complet d’événements. == RapPEL...
La famille (Ag)ken est un SCE
e Ona: lorsque :
FFNnPnk)=2; FEN(PiNP)=9 ; (PLNnP)N((PINF)=92 oo
PN N . . . U Ap=0Q
Les événements sont deux a deux incompatibles. =0
e Deplus: eVizj, AjNAj =2
FU@PNR)UEPNP) = FU(PN(FRUP))
= FuUuPnQ)
= FuP
= Q

Conclusion : (FI;T’I NF; PN Pz) est un systéeme complet d’évenements.

3. En déduire que pour tout n € N*, P([X =n+2]) = gP([X = n+ 1]) + pgP([X = n]).
Soit n € [1;+0o[. D’apres la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements mentionné
a la question précédente, on a :

P(X=n+2]) = PENX=n+2))+P((P;NE)N[X=n+2])+P((P;NP)N[X=n+2])
]P(P})X]P]?I ([\: H+2])+]P(P| ﬁEz) XP]JIQI:Z([X: }’1+2])
qu']([X:”+2])+qu1’10['2([)(:”+2])

J (PrNP)N[X=n+2]=2,carn+2>3...

Or:
e Supposons '’évenement Fy réalisé.
Dans ce cas :

EN GROS... ——
[X=n+2]estréalisé  si, et seulementsi, les lancers 2 a n+ 1 se terminent par le premier double- Ce n’est pas le rang des lan-
PILE cers qui compte, mais leur
si, et seulement si,  on obtient le premier double-PILE en n+ 1 lancers nombre...
Par conséquent :
Pg ([X=n+2])=P([X=n+1])
e Supposons I’évenement Py N F, réalisé.
Dans ce cas : 1= RAPPEL...
Si a et b sont des entiers
[X =n+2]estréalisé  si, et seulementsi, les lancers 3 a n+ 1 se terminent par le premier double- tels que a < b, alors :
PILE Card([a;b])=b-a+1.

si, et seulement si,  on obtient le premier double-PILE en n lancers
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Par conséquent : Pp, np, ([X = n+2]) = P([X = n]).

Conclusion : pour tout n > 1, P([X = n+2]) = gP([X = n+1]) + pgP([X = n]).

. 2
4. Ici, on suppose que p = 3
Voir l'exercice 7
4.a. Déterminer, pour n € IN¥, I'expression de P([X = n]).

4.b. Justifier que X admet une espérance et une variance. Les calculer. Interpréter le résultat de
I'espérance.

eee0 EXERCICE 13 - TyPE cONCOURS
Un mobile se déplace sur les points & coordonnées entieres d’'un axe d’origine O. Au départ, le mobile
est a l'origine. Le mobile se déplace selon la régle suivante : s’il est sur le point d’abscisse k a I'instant #,
alors, a I'instant (n+1) il sera sur le point d’abscisse (k+1) avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le point
d’abscisse 0 (l'origine) avec la probabilité 1 —p.
Pour tout n de IN, on note X,, I’abscisse de ce point a I'instant #n et I'on a donc Xy = 0.
On admet que, pour tout n de IN, X, est définie sur un espace probabilisé (€, A, IP).
Par ailleurs, on note T l'instant auquel le mobile se trouve pour la premieére fois a l'origine (sans compter
son positionnement au départ).
Par exemple, si les abscisses successives du mobile apres son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1, alors on a
T =1. Si les abscisses successives sont 1, 2, 3, 0,0, 1, alorsona T = 4.
On admet que T est une variable aléatoire définie sur (Q, A, PP).

1. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout n € IN, I'exécution de simul_X(n,p) renvoie une
réalisation de X,.

import numpy.random as rd

5 |def simulX(n,p):

4 X=0

5 for k in range(l,n+1):
6 if rd.random()<p:
7 X=X+1

8 else :

9 X=0
10 return X

2. 2.a. Donner laloi de Xj.
Aucune difficulté...
Conclusion : X(Q) = {0;1}, P([X; =1]) =pet P([X; =0]) =1-p.

2.b. Pour tout k de IN*, exprimer 1’événement [T = k] en fonction d’événements mettant en jeu
certaines des variables X;.

Soit k € IN*.
e Sik=1:
[T=1]=[X;=0]
e Sik>2:
[T =k]estréalisé  si, et seulementsi, k est le premier instant du retour a l'origine du mobile
si, et seulement si,  le mobile avance des instants 1 a k-1, puis retourne a l'origine a
I'instant k
D’ou :
= i — X ATTENTION!
[T=k]= ﬂ[\f # 0] [N [Xg = 0] Les variables aléatoires
i=1 X1,X3,... ne sont pas indé-
2 qos * pendantes! La position du
2.c. En dedu}je IP([T = k]) pour tout k de IN". mobile & un instant dépend
Soit k € IN™. bien évidemment de sa posi-
Sik=1":alors P(IT = 1 tion a 'instant précédent!
o Sik=1l:alors P(T=1])=1-p En définissant ’évenement A;
k-1 4 "le mobile avance 4 I'instant
e Sik>2:alors, d’apres la formule des probabilités composées, puisque IP ﬂ[\, #0]|=0: . ~
- z,onauran[T:k]:ﬂA;ﬁ
i=
i=1
P(AT=k]) = P(X3 =0]) xPx;20)([X2 # 0]) x oo x Px 200 [Xj_o20] ([Xk=1 # O) % P[x; 20]n...0[ Bk e dgi[ e év@fgments
k=11 e A1,Ap,... sont indépendants !
p(1-p) Mais ce nest pas dans I'esprit
En effet, peu importe sa position, la probabilité que me mobile avance est p et celle qu'’il retourne de l'exercice.

alorigine est 1 —p.

2.d. Justifier que la variable aléatoire T posseéde une espérance et la calculer.
Méthode habituelle...

1

Conclusion : T admet une espérance et E(T) = 7 .
-P

2.e. Justifier que la variable aléatoire T(T — 1) possede une espérance et la calculer. En déduire
que T possede une variance et la déterminer.
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e Méthode habituelle...

Conclusion : T(T — 1) admet une espérance et E(T(T-1)) = ﬁ
-

e Remarquons que :
T?=T(T-1)+T

Or T et T(T — 1) admettent une espérance. Donc T? est la somme de deux variables aléatoires
ayant une espérance, elle admet donc également une espérance et par linéarité de l'espérance :

E(T?) = ET(T-1)+ET)
_ » 1
C o (-p)? 1-p
- 1+p
(1-p)?

Autrement dit, T posséde un moment d’ordre 2. Ainsi, T admet une variance, et d’apres la formule
de Koenig-Huygens :

Y(T) = KET?)-ET)?
- l+p 1
S (1=p? (1-p)P?
_
(1-p)?
Conclusion : T admet une variance et V(T) = a p 2
-P

3. 3.a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X, (Q) = [0; n].
e Initialisation. Pour n =0:
La variable aléatoire X est constante égale a 0, donc X(Q) = {0} = [0;0] : I'initialisation est ainsi
vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que X, (Q) = [0;n] et montrons que X;,1(Q) =[0;n+ 1].
Par double-inclusion...
Par hypothése de récurrence, X,(Q) = [[0;n], et comme le mobile ne peut qu'avancer d’une
place ou revenir a 0 a I'instant suivant, on a bien X1 (Q) c [0;n+ 1]
Soit k € [0;n + 1]. Montrons que [X,4+1 = k] = 2.
~ Sik=0:
A tout moment, le mobile peut retourner a la position 0. Donc [X,;] = 0] = @.
~ Sike[L;n+1]:

Alors k=1 € [0;n], et, par hypothése de récurrence, on a ainsi k — 1 € X,;(Q2). Autrement

dit, le mobile peut se trouver a la position k —1 a 'instant n.

Par conséquent, en se délacant vers la droite, il se trouvera en position k a I'instant n + 1.

Ainsi : [X,41 = k] = 2.

On a établi :
Yk e[0;n], Xy =k]z@
D’ou :
[0;n+1] € Xp+1(Q)

Par conséquent : X,;41(Q) = [[0;n+ 1]. L'hérédité est ainsi établie.

’ Conclusion : pour tout entier naturel n, X,,(Q) = [0; n].

3.b. Soit n € IN*. Utiliser le systéme complet d’événements ([Xn_l = k])0<k<n—1 pour montrer
que: P([X, =0])=1-p.

D’aprés la formule des probabilités totales, avec ([Xn,l = k])

O<ken_] COMME systéeme complet d’éve- PETITE REMARQUE
nements : o Cest bien le cas, puisque
Xp-1(Q) = [0;n-1].
n—1
P(X,=0)) = ) P(Xp1=kN[X,=0) ) ke D=1, (X1 =) =0
k=0
n—-1
= ) P(Xp1 = kDPx,_ =)([X5 = 0)
k=0

n-1
= ) P(Xu1 =k x(1-p)
k=0 o

= 1- P([X,,-1 =k n=1
( P); (X ) J X;-1(Q) =[0;n-1], donc Z]P([X,,,l =k])=1
= 1 -p k=0

3

>~

4. 4.a. Etablirque:VYneNN, Vke [1;n+1], P([Xup1 =k]) = pP([X, =k -1]).
Soit n e IN. Soit k € [1;n+1]. Ona:
PETITE REMARQUE
[Xy41 = k] est réalisé  si, et seulement si,  le mobile se situe en position k a I'instant 7+ 1 Il est également possible
si, et seulement si,  puisque k # 0, le mobile se situait en position k—1 al’ins- | d’utiliser la FPT avec ([X,,_l =
tant n et a avancé

k])0<k<n—1 comme SCE. Le
D'oit : P([Xps1 = k]) = pP([X, = k- 1]). raisonnement pour simplifier

la somme est alors analogue...
Conclusion: Yn e N, Yk € [1;n+1], P([X,41 =k]) = pP([X,, =k —1]). ‘
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4.b.

4.c.

5.b.

En déduire que : Yne IN*, Yk € [0;n— 1], P([X, =k]) = pk(l -p).
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n=1:
Immédiat d’apres la question 3.. L'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN*. Supposons que : Yk € [0;n— 1], P([X,, =k]) = pk(l -p)-
Et montrons : Yk € [0;n], P([X;+1 =k]) = pk(l -p).
Soit k € [0;n]. Deux cas se présentent :
o Sik=0:
Immédiat d’apres la question 3..
o Sike[l;n]:
D’apreés la question précédente, on a alors :

P([Xp+1 =k)) = pIPk(B(” =k-1]) J par hypothése de récurrence, puisque k-1 € [0;n-1]
pp"(1-p)
= pfi-p)

On a bien établi : k
Vk e [0;n], P([Xp1 =k])=p*(1-p)

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Yn e N¥, Vk € [0;n— 1], P([X,, =k]) = pk(l -p).

Déduire alors, pour n € IN¥, la valeur de P([X,, = n]). Donner une explication probabiliste
de ce dernier résultat.

n
Soit 1€ N*. Puisque X,(Q) = [0;1], ona: ) P([X,; =k]) =1.

k=0
Mais :
n—1
) P(Xy=K)=..=1-p"
k=0
D’ou :
P([Xy =n])=p"
Explication :

L'événement [X, = n] est réalisé si, et seulement si, des instants 1 a n le mobile a avancé. Ce qui se
produit avec une probabilité égale a p".

Conclusion : Yn e IN¥, P([X,, =n])=p".

(n=1)p" —np™ 1 +1

n-1
Montrer que : Y € [2;+o0[, kak_l =

1-p)2
k=1 (1-p)
Deux méthodes possibles :
e par récurrence (bon entrainement),
n—1
e poser f :x+r— Zxk et en donner une autre expression ; dériver les deux formes et les égaler... Déja fait
k=0
"des millions de fois selon AS".
P 1-p"
En déduire que E(X,) = M
-p

Soit 11 € [2;+o0[. Puisque X,,(CQ) est fini, la variable aléatoire X,, admet une espérance et :

EX,) = ) KP(X,=K])
= ZkIP([Xﬂ = k) +nP([Xy, = n]]) J questions 4.b. et 4.c.
k=0

n-1
= ) kpF(-p)+np"
k=0

n—1
_ k-1 n
= (1-pp ka +np J question précédente
k=1

(n—l)p”—np”’l+l "

= (I-pp (1=p)2 +np
_ (n=Dp™T-np"4p  np"(1-p)
1-p 1-p
B (n—l)p”*l +p—rlp”+]
L-p
_PHH +p
T 1-p
_ p-p"
l-p
1- n
Conclusion : Vn € [2;+o0[, E(X,) = p(fi)
Et cette expression est encore valable pour n=0etn=1...

X ATTENTION!
Il'y a plusieurs expressions de
P([X,, = k]), selon que k = n ou
pas...
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Montrer, en utilisant la question 4.a., que :

VnelN, E(XZ, ) =p(E(X7)+2E(Xy) +1)

Soit n € IN. Remarquons déja que, puisque X,,;1(Q2) est un ensemble fini, X,,;; admet un moment de

tout ordre, donc en particulier un moment d’ordre 2.
Par théoréme de transfert, on a :

) =

n+1

) EP([Xps1 = k)
k=0
n+1

Y KP(Xu1 =K)
k=1

n+1

Y pP(X, =k-1))
k=1

[E(Xiﬂ

pY (i+1)*P(X, =i
i=0

p(E(X7)+2E(X,) + 1)

6.b. Pour tout entier naturel n, on pose u, = [E(X%)+(2n—1)

p(1+p).

Upyl =plpn+ 1-p

SoitneIN.On a:

n+2

Ui E(X?

2)+Cnent

n+2

p([E(X%)+2[E(Xn)+l)+(2n+l)’l)7p
n+2

p
1-p

n+2

+p+(2nfl)[17

2 p(1-p")
p[E(X,7)+2pﬁ
n)

pE(x3)+ 2p P2

+p+(2n+1)

-p

n+l n
1—

[17 +zpp(1 p")

2 272 n+2 ‘lj 2 2 n+2

p P +tp—p +t2p

I-p

pE(X7)+p(2n-1)

pun+

p(l+p)
Uy +
Pint =

J d’aprés la question 4.a.

J changement d’indice i = k-1

pY iPP(Xy=i))+2p) iP(Xy=i])+p) P(X,=i]) ) carxo@) =[]
i=0 i=0 i=0

n+1

P

. Montrer que, pour tout n € IN,

J d’aprés la question précédente

J d’apres la question 5.b.

6.c. En déduire, pour tout n € IN, I'expression de u,, puis celle de [E(X%l) en fonction de p et n.

e (uy,) est ainsi une site arithmético-géométrique...

1 1
o SoiterR.Ona:x:p,\'+p( *p) ,:p( +p2).
I-p (1-p)
1
Notonsa:p( +p2)'
(I-p)

o Considérons la suite (v,),eN définie par :

(Vn)nelN est géométrique de raison p et de premier terme vy = ugp —

p
,p)Z

¥neNN, v, = u, —a. Sans mal, on montre que

p(l+p)

a 2 ... Et ensuite :
-pP

(I+p-2p")

(I+p-(@2n+1)p"+(2n-1)p"1)

_ __p
Uy =...= =5
o Bref, on trouve :
VYnelN, u, =
e D’ou, pour tout n e IN :
) pn+]
E(X = —(2n-1
( n) up—(2n )17}7
__»
(1-p)?
; 2 p
Conclusion : pour tout n € IN, [E()\”) = 2
-p

(I+p—2n+1)p"+(@2n-1)p" ).

6.d. Montrer enfin que pour tout n € IN :

_P

V(Xy
() (1-p)?

(1-@n+1)p"(1=p)-p>"™)

Soit n € IN. Puisque X,, possede un moment d’ordre 2, elle posséde également une variance et ainsi,

PETITE REMARQUE
Si on bloque un peu pendant
le calcul, ne pas hésiter a
partir du membre de droite...
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d’apres la formule de Koenig-Huygens :

V(Xn) = E(XF)-E(Xa) , ) daprés la question précédente
- (1fp)2 l+p7(2n+l)pn+(2n71)pn+])*(m%in))
= pp)2 T+p—(2n+1)p"+(2n—1)p"! —p(l—p”)z)
- (l—pp)z 1+p—(2n+1)p”+(2n—l)p”“—p+2p”“—p2”“)
- (1fp)2 —(2n+ 1)p" + (2n+ 1)p"HT - p2Hl)
- (lfp)z —(2n+ 1p"(1 - p)-p?™*)
Conclusion : pour tout n€ IN : V(X,;) = 1 _pp)2 (1 -(2n+1)p"(1 *p)pr””),

eee0 EXERCICE 14 - TYyPE CONCOURS

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN, définie sur un espace probabilisé (Q, A, IP).

l.a. Démontrer:

En déduire que :

Vke N, P(X =k]) =

Vne N, ) KP(X = k) =
k=0

P(X>k-1])-

P([X>k])

n-1
P([X > k])—nP([X > n])
k=0

e Soit k € N*. Puisque X(Q)CcN,ona: [X>k-1]=[X>k].

Or:

D’ou :

(X>k]=

[X = k]U[X > k]

[X>k-1]=[X=k]JU[X>k]
Mais [X = k] et [X > k] sont incompatibles, donc :

- Z(k—1+1) (X>k-1])

k=0
n

ZkIP [X > k])
- Z(k )P ZIP[X>1<71
k=0

= —P(X>-1])-nP(X>n])+ Z]P ([X>k-1])
k O

ZIP [X>i])

i=—1

([X>k=1])

= P([X>-1])-nPP([X >n])+

n-1

= —P(X>-1))-nP(X>n])+P(X>-1])+ i]?([x > 1))

- Zk]P([X > k])
k=0

P(X>k-1])=P([X=k])+P([X>k])
D’ou :
P(X=k])=P(X>k—-1])-P([X > k])
’ Conclusion : Yk € N*, P([X = k]) = P([X >k —1]) - P([X > k]). ‘
e Soit n € IN*. D’aprés le résultat précédent, on a :
ZkP([X:k]) - Zk ([(X>k-1])- ([X>k})) J linéarité de la somme
k=0 ;
= Zk]P ([X>k-1]) 7ZkIP([X>k])

J linéarité de la somme
J télescopage entre premiére et troisieme somme

J changement d’indice i =k —1

i=0
n-1
- Z]P([X>i])fn]1’([)(>n])
i=0
n-1
Conclusion : Yn € N, ZkIP ([X=k])= Z]P ([X > k])=nP([X > n]).
k=0 k=0

1.b. On suppose que la série Z]P ([X > k]) est convergente. Démontrer que X posséde une espé-

rance.
e Onsait que:

la série
kex(Q)

X admet une espérance  si, et seulement si,

P([X = k]) est absolument convergente

si, et seulement si, la série > nP([X = k]) est convergente, car il s’agit d’une série a

k>0

terme général positif
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n
e Notons, pour tout n € N¥, S, = Zk]P([X =k]).

) k=0
Ensuite :

o YnelN*, Sy 1 -S,=(n+1)P((X=n+1])=0.
Ainsi, la suite (S;;) e+ est croissante.

o Soit n € IN*. D’aprés la question précédente :

n—1
S, = Z]P([X > k]) = nP([X > n))
k=0
Or:
~ nP([X>n])=0,
n—1 +00
~ la suite Z]P([X > k]) est croissante (immédiat) et converge vers Z]P([X > k]) (car
k=0 nelN* k=0

la série Z]P([X > k]) est supposée convergente).

n=1 +0o
Par conséquent, la suite ZIP([X > k) est majorée par Z]P([X > k).
k=0 nelN* k=0
On obtient donc, par transitivité :
+00
S, < ZIP([X > k)
k=0

La suite (Sy),eN* est donc majorée.
Par théoréme de convergence monotone, la suite (S,),eN+ est donc convergente. Autrement dit,
la série ZkIP([X = k]) est convergente.
k>0

’ Conclusion : X possede une espérance. ‘

1.c. Réciproquement, on suppose que X admet une espérance.

Démontrer alors que la suite (n]P([X > n]))ne]N

converge vers 0, puis que la série ZIP([X >

k]) est convergente et enfin :
+00

E(X)=) P(X>K)

k=0

e Soit neIN.
o On sait que :
nP([X>n])>0
o Cherchons donc a majorer nIP([X > n]) par une expression de limite nulle en +oo pour conclure

avec le théoréme d’encadrement.
Puisque X(QQ) cIN,on a:

nP(X>n]) = n Z P([X = k])
IJ:;)mH
- Z nP([X = k))
k=n+1
Or:
Ona:

Vke[n+1;400f, n<k
D’ou (une probabilité étant positive) :

Yk e[n+1;+00], nP([X =k]) <kP([X =k])

Puis, en sommant de n+ 1 a +oo, licite car les séries Z P([X =k]) et Z kP([X = k])

k>n+1 k>n+1
sont des troncatures de séries convergentes, la deuxiéme puisque X admet une espérance,
on obtient :
+0o +00
Z nP([X = k]) < Z KP([X = k)
k=n+1 k=n+1
Par transitivité, on en déduit :
+00 POUR FRIMER...
nP(X>n]) = Z kP([X = k]) J relation de Chasles On pourrait aussi dire que
+0o0
ﬁ}?“ n Z P([X = k]) est le reste
= kP([X=k])— ) kPP([X=k k=n+1
}; (l D /; (1 ] d’ordre n d’une série conver-

gente; il tend donc vers 0
quand n — +oo.

On a donc établi :

YnelN, 0<nP([X>n]) < Zk]P([X =k))- Zk]P([X =k])
k=0 k=0
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n +0o0

Mais : la série ZkIP[X =k]) est convergente, donc : yli1rm Zk]P([X =k]) = ZkIP([X =k]).
k>0 k=0 k=0

Ainsi :

n—-+oo

+00 n
lim Zk]P([X =k])- anv([x =k])=0
k=0 k=0

Par théoréme d’encadrement, on obtient finalement :

nLHPOC nP([X>n])=0

e D’apres la question 1.a. :

n-1 n
Vne N, Z]P([X >k]) = Zk]P([X =k])+nP([X > n))

k=0 k=0

Or:
o d’apres le résultat précédent :
lim nP([X>n])=0
n—+oo

% SUBTILE... k ——————

Nul besoin d’avoir X(Q) = IN
pour dire que E(X) =

¢ puisque X admet une espérance, et que X(QQ) CIN :

n
lim kIP([X = k]) = E(X) +00
'7H+°<’k:0 ;kP([X = k]); l'information
=0
X(Q) c NN suffit. En effet, cer-
taines probabilités P([X = k])

Par conséquent, la série Z]P([X > k]) est convergente et : seraient nulles si k & X(Q).
k>0
+0o0
Y P(X> k) = E(X)
k=0

+00
Conclusion : la série Z]P([X > k]) est convergente et E(X) = ZP([X > k]).
k=0

2. Une application. On dispose d’une urne contenant N balles indiscernables au toucher, numérotées
de 1 & N. On effectue n tirages successifs et avec remise d’une balle; et on note X, la variable
aléatoire égale au maximum des nombres obtenus sur ces » tirages.

Pour i € [1;n], on note Y; la variable aléatoire égale au numéro obtenu lors du i-eme tirage.

2.a.

2.b.

Soit i € [1;n]. Donner la loi de Y;.
Les tirages étant effectués avec remise, on a : Y;(QQ) = [1;N], et par équiprobabilité du choix des balles
dans I'urne :

. 1
ke [LN], P([Yi =k) = N 1 POUR INFO... —————
Y; suit la loi uniforme sur
[1;N]... Voir chapitre 21.

Déterminer, pour tout k € [1;N], P([X, <k]).
Ona:
Xy =max(Yy, Yo, ..., Yn)

Soit k € [1;N].
[X,; <k]estréalisé  si, et seulement si, [max(Yy,Y,..., Yy,) < k] est réalisé
si, et seulement si,  pour tout i € [1;1], [Y; < k] est réalisé
D'ou :

(Xp<n]= ﬁ[Yi <k]
i=1

Les tirages étant effectués avec remise, ils sont indépendants. Par conséquent, les variables aléatoires
Uy, Ya,..., Y, sont mutuellement indépendantes. D’ou :

P(X, <k]) =] [Py <k)
i=1

1
Pour tout i € [1;n], d’apres la question précédente : ¥Vj € [1;n], P([Y; =j]) = N

D’ou, pour tout i € [1;n], pour tout k € [1;n] :

k
1
P(Y;i<k) = ;N
]:

_

- N

On en déduit :

n k

P(X, <k]) = N

i=1

k n

-0

VERIFICATION

k\" .
Conclusion : Vk € [1;N], P([X, <k]) = (ﬁ) . %g:fg:;inﬁ[); EII;\II\]I)]];Oln
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2.c. En déduire que X, posséde une espérance et 'exprimer sous forme d’une somme.
Puisque X,;(Q)) = [1;N] est fini, la variable aléatoire X, posséde une espérance.

Ainsi, d’aprés la question 1.c., la série E P([X,, > k]) est convergente et :

k>0
+00
E(Xy) = ) P(Xy>k) ) Xn(@)= [1N]
k=0
N-1
= 1+ZlP([X>k])
k=1
N-1
- l+Z(l—]P([\<k}))
= N-1 k n
= H\I_]_Z(N)
N-1 =)
— k n
- -1 [§)
k=1

ee00 EXERCICE 15 - DEUX INEGALITES CLASSIQUES

1. Soit Y est une variable aléatoire réelle a valeurs discrétes positives admettant une espérance E(Y).
Soit a un réel strictement positif. Notons A = {w € Q / Y(w) > a}. Considérons la variable aléatoire

Z définie par :
a siw€eA

Ywel, Z(w) = { 0 sinon

l.a. Justifier que Z posséde une espérance et la calculer.

Z(Q)) ={0;a}, donc Z possede une espérance et :

E(Z) = O0P(Z=0])+aP([Z=a))

= aP([Y>4)) J [Z=a]=A=[Y >a]

Conclusion : E(Z) = alP([Y > a]).

Etablir: Z<Y.

Soit w € ). Deux cas se présentent :

1.b.

e siweA:
Dans ce cas, Z(w) =a et Y(w) = a. D'ou : Z(w) < Y(w).
e siwgA:
Dans ce cas, Z(w) = 0. Mais Y est a valeurs positives, donc Y(w) > 0. D'ou : Z(w) < Y(w).

Conclusion: Yo € QQ, Z(Q) <Y(Q).
Autrement dit: Z<Y.

Conclure sur I'inégalité de Markov :

E(Y)
a

P([Y >4]) <

On sait que Z < Y. Donc, par croissance de l'espérance (puisque Z et Y admettent toutes deux des
espérances) :

Ainsi, d’apres la question 1.a. :

Ora>0...

E(Y)
a -’

Conclusion : P([Y > a]) <

2. Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance et une variance.
A l'aide de I'inégalité de Markov, établir I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

\%
Yae R}, lP(lX —E(X)| > oc) < %
o
Soit a € R}. Notons Y = (\ - [E(X))L. Ainsi :
e Y est une variable aléatoire discréte a valeurs positives,

e Y admet une espérance, puisque X admet une variance.

Ainsi, d’apreés I'inégalité de Markov (@®>0):

]P(YZ(\Z)

IN

Mais :
o E(Y)=E((X-E(X)

2

) =V(X)

IMPORTANT!
11 s’agit de démontrer :

YweQ, Z(Q) < Y(Q)

— ¥ RAPPEL...

Dans le cours, on a vu la
positivité de I'espérance :
T>0=ET)>0

11 suffit d’appliquer la posi-
tivité a la variable aléatoire
Y - Z, puis la linéarité de l'es-
pérance pour conclure sur la
croissance de l'espérance.

Et on retrouve aisément la
positivité a partir de la crois-
sance... Bref, ces deux pro-
priétés sont équivalentes
(grace a la linéarité).

15 RAPPEL...
Définition : X admet une
variance lorsque (X — E(X))
admet une espérance et dans
ce cas 1 V(X) = E((X - E(X))?).

2
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e Et, pour tout we ) :

2 e F\\2 2
Y(w)2a (X(w) - EX))" > a J par stricte croissance de /[ sur R*
— (X(w) - E(X))2 > Va2 J)az0
—  [X(w)- [E(X)| >«
Ainsi :
[Y 2 a?] = [|X(w) - EX)| 2 q
On en déduit : .
lP(lX—[E(X)|2a)§ —(2) = POUR INFO...
o Pour une belle application
) de cette inégalité, on peut
Conclusion : Ya € R}, ]P(lX —-EX)[> a) <—5 démontrer le.théoréme de
o Weierstrass via les polyndmes

de Bernstein : voir la simu-
lation d’oral de ET et HD le
29/03/2023.
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